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Simetria de los conjuntos de Julia de la familia
= o

Juan Bobenrieth Hochfirber

Resumen.

Enel p trabajo, se confeccioné un programa com-
putacional en Turbo Pascal V 5.5, para dibujar los Conjun-
tos de Julia de la familia z — z¥F + c. Esto permitié intuir
cuatro resultados referentes a la simetria de los Conjuntos
de Julia de la familia polinomial mencionada, que dicen lo
siguiente:

-k par y ¢ € R = El Conjunto de Julia de 2 +c es
simétrico con respecto a ambos ejes y al origen.

- kpary ¢ € € = El Conjunto de Julia de z*+c es simétrico
con respecto al origen.

- k impar y ¢ € R = El Conjunto de Julia de 2* + c es
simétrico con respecto al eje X.

- k impar y ¢ = io, @« € R = El Conjunto de Julia de
z¥ + ¢ es simétrico con respecto al eje Y.

1 Preliminares

Nuestro estudio se enmarca dentro de los sistemas dindmicos discretos en la Esfera
de Riemann € = CU {00} generados por transformaciones analiticas

fiCT—T

Es decir, nuestro Espacio de Fase sera la Superficie de Riemann T, que es homeo-
morfa a la esfera S?,

S? = {(z1,2,23) € RY: 22 + 2} +22 =1}

*Este trabajo ha sido financiado por la direccién de investigacién, promocién y desarrollo DIPRODE
de la Universidad del Bio Bfo, Proyecto 920506-1




12 CUBO 8 J. Bobenrieth

Utilizando la correspondencia que existe entre los puntos de € y los puntos de S2,
es posible definir una métrica sobre © de la siguiente manera:

Para z, 2’ en T se define la distanciade z a 2/, d(z, 2'), como la distancia entre
los puntos correspondientes Z y Z' en R®.

Si Z = (z1,%2,23) y Z' = (2,2}, 24) entonces:

Az, ) = [(@1 = })2 + (22 — 25)% + (23 — 24)?]

Utilizando ahora la correspondencia se obtiene:

| /
e m’)]—‘” e
2 C
y d(z,00) mz)_l/i , paraze€C.

Consideraremos esta métrica sobre © , llamada “métrica esférica".
Toda funcién analitica f: € — C puede ser escrita en la forma:

p(2)

2,

donde p(2) y g(2) son polinomios con coefici lejos y no tienen factores
comunes. Los polos de g son justamente los puntos de C que son mapeados al

infinito(Ver [Hi] para detalles). Se define el:

grado (f) = max {grado (p), grado (q)}

Consideraremos fi
Dado z € C , se definen:

/D(Z) =z, f1(2) = f(2), f*(2) = f(f(2)) y en general:

M) =f""N=) Y21
O0*(2) = {f"(2):n > 0} , llamada la érbita positiva de z por f.
0~ (z) = {w € C: f*(w) = z, para algiin n > 0}, llamada la rbita negativa de z
por f.

Si f"(z) = z para algin n, diremos que 2 es un punto periédico y que O*(z) es
una drbita periddica ;sin es el menor natural tal que f*(z) = z, n es llamado el
periodo de la érbita. En este caso, 07 (z) = {2, f(2), f*(z), -, f""!(2)}. Cuando
el periodo n de una 6rbita es 1, decimos que z es un punto fijo para f.

de grado> 2.

Definicién 1.1 Sea z un punto periédico de periodo n para una funcién ana-
litica f:C — C, y sea A = (f")(2). Se dice que z es:

a) Atractor si 0 < |A| < 1.

b) Superatractor si A = 0.

c) Repulsor si [A| > 1.

d) Neutro(o indiferente) si |\ =1.
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Definicién 1.2 Sea F una coleccion de funci liti deC enC yU
un abierto de €. Se dice que la familia F es normal en U si toda sucesion
{fa} C F , posee una subsucesion {fn,} que converge uniformemente en los
compactos de U.

(La definicién anterior utiliza la métrica esférica en € ).

Definicién 1.3 Sea f:T — C una funcidn analitica de grado > 2. Un punto
2 € T es un elemento del Conjunto de Fatou F(f) de f, si existe una vecindad
U de z en C tal que la familia de iterados {f"}nz0 es normal en U. El
Conjunto de Julia de J(f) de f , es el complemento del Conjunto de Fatou.
Es decir:

F(f) = {z € C:3U vecindad de z en T tal que {f"}n0 €s normal en U).
J(f) = O\F(f).

Proposicién 1.4_(Ver [Bo]) Sea z un punto periédico para una funcidn
analitica f:C — C. Si z es repulsor, entonces zo € J(f).

Proposicién 1.5 (Ver [Bo]) Sea f:T — T una funcion analitica y zy € J(f).
Entonces se tiene que:

J(f) = clausura de Uf—"(lo) *)
720

Proposicién 1.6 (Ver [Sa]) Sea f:T — T una aplicacidn enalitica de grado
d > 2. Se tiene que, el nimero de orbitas periddicas no-repulsoras es menor
o igual que 6-(d—1) .

Observacién 1.7 Notemos que toda funcidn analitica f:C — C de grado > 2
tiene una infinidad de drbitas periddicas (basta resolver f*(z) = z para cada
n > 1, para hallar las drbitas periddicas). De acuerdo a 1.6, todas ellas
(salvo una tidad finita) son repulsoras. En particular, esto iltimo nos
asegura que toda funcion analitica de grado > 2 tiene una cantidad infinita
de puntos periédicos repulsores.

2 Resultados.

Proposicién 2.1 Sea f:CT — T, f(z) = 2*+c , con k un nimero natural par
y ¢ € C. Entonces, J(f) es simétrico con respecto al origen. Si ademds,
c€R, J(f) es simétrico con respecto al eje X y al eje Y .

Demostracién.

i) Sea f:C — T, f(z) = z* 4 ¢, k € N par, y c € C cualquiera. Debemos probar
que z € J(f) <= —z€J(f).

f \
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Por Observacién 1.7, sabemos que  f tiene una cantidad infinita de puntos
periédicos repulsores; sea z uno de ellos. Por proposicién 1.4, zo € J(f). Ahora,
por (*) tenemos que:

J() = F )
n20
Del hecho que k es par, es inmediato que f(—z) = f(z) , de donde:
z€ fM(20) <= -z€ f™(n), YneN.

Asit 2 € Upzo f7(20) = =2 € Upno f7"(20)

Ahora, si z € J(f) = U,s0/"(20), entonces z = limm—.c0 2m ; donde (zm),c
es una sucesién de puntos de_u“>0 f™(z0)

Por lo tanto, —z = limy,—a —2, , donde, por propiedad recién probada, —z,, €
Unzo f™™(20), Ym € N .

En consecuencia, —z € U, f™"(20) = J(f) -

Es decir, se ha probado que:

zeJ(f) &= —z€J(f)

ii) Ahora supongamos que, ademds de ser k par, c € R . Probemos que J(f)
es simétrico con respecto al eje X . Para ello, debemos verificar que:

z€ J(f) <= zeJ(f)

Por la prueba del caso anterior, sabemos que existe z punto periédico repulsor
para f y que z € J(f). Sea m = perfodo de z .
Del hecho que ¢ € IR , es inmediato que:

"2 = /°(z), Vz€C y Vn€eN,
y luego:
f™@m) = f™z0) =2 y
1) - S (@) - £(f(Z)) - f (=)
|f’(/""l(zo); S (20)) - [ () - £(Z)|

1™ @)

= |f(U"}(20)) - S'(f™2(20)) - -- F'(f(20)) - ()|
= S (z0)) - f'(f™2(=0)) -+ S'(f (20)) - f'(20)]
= [(f™) ()|
= (/™) ()l

(en un momento se usé la igualdad f'(z) = m , lo cual es obvio del hecho que
() = k2.

Luego: /() = 7 v |(/™)(@)]| = |(/™)'(=0)]
es decir, % es también un punto periédico repulsor para f , y en consecuencia,
% € J(f) . Asi, de (+) tenemos:

J(f) = U = U

£\
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de donde:
J() = Ul (z0) U @)
n0
Ademaés:
z€fMz) & Z€ f(A), In EN
de aqui,
ze[f @)V T"@)] &= Z € () VS (=)

y luego:

ze U@ v @) = ze U2 U @)

n>0 n30

Ahora, si z € J(f) = Unsol/™(20) U f="(Z)], entonces:
2 = limpm oo 2n , donde (zm)men es una sucesién de puntos de

Ul =) v f @)

n20

Por lo tanto:
Z = limm—co Zn , donde, por propiedad recién probada,

Zm € JU " (20) U S (@), Ym € N

n>0

En consecuencia, Z € o[/ ™ (%) U f~(®)] = J(f)-
Asf, hemos probado que:

ze J(f) & zeJ(f)

La simetria con respecto al eje Y se deduce del hecho (ya probado) que J(f) es
simétrico con respecto al origen y con respecto al eje X. n

Observacién 2.2 A continuacidn se muestran las grdficas de los Conjuntos
de Julia de diez polinomios del tipo z¥+c conk paryc € C oc € R, las cuales
exhiben las simetrias mencionadas en el resultado 2.1. Estas figuras fueron
hechas por un computadar con el programa mencionado en el resumen.

Ve = o\
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Conjunto de Julia de z* — 1 Conjunto de Julia de 2% +i

Proposicién 2.3 Sea f:T — T, f(z) = z* + ¢, con k un nimero natural
impar y c € C.

i) SiceR, J(f) es simétrico con respecto al eje X.

it) Sic=ia, a € R, J(f) es simétrico con respecto al eje Y.

Demostracién.
i) Sea f:€ — C, f(z) =2*+c, k € N impar y c € R.

Si observamos la parte (ii) de la demostracién de la Proposicién-2.1, nos damos
cuenta que para probar la simetria con respecto al eje X , en ninglin momento se
utilizé el hecho que k era par; sélo se usé que c € R , ya que esto es lo fundamental.
De esta forma vemos que dicha prueba es la misma que corresponde hacer aqui.
ii) Sea f:C — T, f(z) = 2* +ia, k € N impary a € R.

Debemos probar que:
z€J(f) &= -z€J(f)
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Por Observacién 1.7, sabemos que existe zo punto periédico repulsor para f y por
1.4 z € J(f). Sea m = periodo de z.
Del hecho que k es impar y ¢ = ia , es inmediato que:
f"(-2) = —f"(z), Vz€C y ¥neN.

y luego:

M(-m) = —"(=)=-% y
|£Um A (=3) - £(f (=) - F(=0)|
|£1(=fm2(z0)) - £(=f(20)) - f'(=Z)]
|£/(fm(z0)) - - f(f(20)) - J'(z0)]|
|72 (20)) +++ f1(f(20)) - f'(20)]
[(Fm)/(z0)|
I Geo)l i
(en un momento se usé la igualdad f'(=z) = f/(z) , lo cual sale del hecho que
f'(z) =kz*'y (k — 1) es par ).

Luego:
M=m)=-% y (/™) (=z)| = (/") ()|

™) (=)l

o n

es decir, —% es también un punto periédico repulsor para f y, en consecuencia,
—2Z € J(f) . Asi, de () tenemos:

J() =)= S (-%),  dedonde:

n>0 n20

J() = J f(z0) U f (=)

g n20
Ademas:
2€ f"(n) & -Z€ f"(-m), VneN.
De aqui:
z € [[M() V(7)) = —Z€ [f()UST(-5)]
y luego:
e[ v -m)] = —ze | ) v (=)

n30 n0
De esto tltimo se deduce que:

ze|JU @) uim(-7) < -z€|Jlf @)U i)

n0 n0

en forma analoga a como se hizo en la prueba de 2.1.
Asf, se ha probado que: z € J(f) <= —-Z € J(/f). [ ]

Yo A
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Observacién 2.4 A continuacidn se muestran las grdficas de los conjuntos
de Julia de 6 polinomios del tipo zF+c conk impar yc € R o c=ix, @ €R,
los cuales ezhiben las simetrias probadas en 2 2. Estaa figuras fueron hechas

por un putador con el prog ya
&Y ca
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Conjunto de Julia de z° — 1 Conjunto de Julia de z° 4 0.5
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Conjunto de Julia de 2° +1i Conjunto de Julia de 2* — 0.5

gura 18.
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