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Acerca de dlgebras baricas satisfaciendo
(w2)2 e w(m):im *

A. Cataldn y R. Costa

Abstract.

Let (A,w) be a baric algebra, we define the E-ideal as-
sociated to the train polynomial p(z) = 2" + viw(z)z"~! +
ot Yno1w(2)™ 1z, by the ideal E4(p) de A generated by all
p(a), a € A. Different train polynomials may give rise to
the same E-ideal. Two train polynomials p(z) and g(z) are
equivalent when E4(p) = E4(q). We prove that for baric
algebras satisfying (z%)? = w(z)’z there are 3 equivalence
classes of train polynomials.

1 Introduccién

Sean F' un cuerpo de caracteristica cero, A una élgebra conmutativa y no nece-
sariamente asociativa sobre F. Si w : A — F es un homorfismo no nulo, entonces
el par (A,w) se llama una 4lgebra barica (conmutativa) sobre F,w es su funcién
peso, y para cada z € A,w(z) es su peso. Los elementos de A de peso cero forman
un ideal N de codimensién 1. El concepto de lgebra barica fue introducido por
LM.H. Etherington [2]. En lo que sigue describimos brevemente dos ejemplos de
4lgebras béricas:

I.- Sean 71, ..., Ya-1 elementos de F tal que 1+ 7; + ... + ¥a—1 = 0. La expresién
formal
P(z) = 2" + Mw(@)z" + ... + Yorw(2)" 2 (1)

es llamada un tren polinomio con coeficientes i, ..., Yn-1 de grado n.

*Financiado por Proyecto DIUFRO 9204

25

Yoo oo\



26 CUBO 8 A. Cataldn y R. Costa

Si los elementos de una dlgebra bérica (A,w) satisfacen la identidad
p(a) = a" + 1w(@)a" ! + ...+ Yaorw(a@)"'a =0 )

se dice que A es una tren 4lgebra. El elemento a* esté definido por o' = ay
a* = a*'a para k > 2. Si p(z) tiene grado minimo n de entre todos los tren
polinomios que se anulan en A, entonces p(z) = 0 se llama tren ecuacién de A y n
es el rango de A. Para estas 4lgebras N es un nilideal.
11- Recientemente, Walcher [3] obtuvo resultades acerca de élgebras béricas que
satisfacen la igualdad
(a®)? = w(a)®a Ya€A (6]

Ellas admiten la existencia de idempotentes y para uno de ellos fijo, a saber
e, tienen una descomposicién de Pierce A = Fe @ N* @ N_ 4 donde N} {a e
N/ea= %a) y N_ 4= (u € N/ea = —1a}. No es dificil probar que las dimensiones
de estos dientes de e, asf pod definir el invariante tipo
como el par (1 + dvax/z,dsz 1/2)- Més atin

Nxzn C Noyja, NiypNoyjp S Nipy sz C Ny 4)

Si u € Nyjp y v € N-yj2, valen las siguientes identidades:

1) W = 0 v) (@3)20 =0
i) 2u(w) = u*y v3) w(w) = 0
iii) 2wv)v = w? vii) 2(wv)?+u*? = 0 (5)
iv) ¥ = 0 viii) (wv)v? = 0
iz) ®)? = 0

Para obtener estas identidades basta analizar la expresién polinomial nula en
las variables A,y € F, ((w(z)e + M+ uv)?)? = w(z)3(w(z)e+ Au+ pv) que resultan
de (3), haciendo a = w(z)e + Au + pv.

Sea ahora z = ae+u+v un elemento de A, con & = w(z). Entonces para k > 1

z* = ae+ o (u+ arv) + F 2 (bru? + chuv + div?) + A3 (epudv + frun®) (6)
donde ay, -.., fx son niimeros racionales. Monomios en u y v de grado 4 no aparecen
debido a las relaciones (5). Como z**! = z*z, obtenenos el sistema de ecuaciones
de diferencias con valor inicial ¢) = 1,by; =y =dy =e; = f; =0

20k +ar+1=0
Pby1+ b —2=10

2k —ck —2ak—2=0
2dk41 + dp —2a, =0
2ek+1 +ep —2b —cxk =0
2fks1 = fe —ck—2dx =0

Es fécil probar por induccién que

ax+cp = 1,0+ 2bk = 1,2d, + 2ex +ak = Lex = fiVk > 1 Q)
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Definicién 1.1 El ideal generalizado de Etherington (o simplemente E-ideal)
de una dlgebra bdrica (A,w), asociado al tren polinomio p(z), es el ideal de A
generado por los elementos p(a) = a"+yjw(a)a" ! +...+yp-1w(a)"'a Va € A.
Este ideal lo denotaremos por Ex(1,M, ..., Yn-1)0E(p).

Etherington en [2] define el ideal generado por los elementos a® —w(a)a, que segiin
nuestra notacién es el E-ideal E4(1,—1). Observamos que E4(p) € N,A/E4(p)
satisface p(z) = 0 y E,4(p) es el menor ideal I C N tal que A/I satisface p(z) = 0.
Més ain, (A,w) es una tren élgebra cuando alguno de sus E-ideales es cero.

Proposicién 1.2 Para tode dlgebra bdrica (A,w) y todo tren polinomio p(z)
se tiene Bx(p) C Ex(1,-1).

Demostracién: Sea E4(n, k) el E-ideal asociado al tren polinomio 2" —w(z)" *z*,
1 <k < n— k. Para todo tren polinomio (1) tenemos que Ya € A.
p(a) = a" + viw(a)a™ ! + ... + y-gw(a)"la

=a"—(1+7%+ . +Ya)w(@)a™! + ... + mow(a@)"'a

= (a" —w(a)a™!) —rew(a)(a" ! —w(a)a™?) - ... — Ya-1w(a) ("' —w(a)"2a).
Es decir p(a) € Ex(n,n — 1) + E4(n — 1,n — 2) + ... + E4(n — 1,1), entonces
Ea(p) € Ea(nyn = 1) + Y470 Ea(n — 1,k)

Analogamente para k = 1,2,..,n — 2, B4(n — 1,k) € Es(n— 1,n — 2) +

rt Ba(n - 2,7).

Aplicando ésto reiterad obtenemos Ea(p) € Y i, Ea(k,k —1). Pero
cada uno de los ideales E,(k,k — 1) est4 contenido en E4(1,—1) debido a que
a* —w(a)a*! = (..(a? - w(a)a)..)a € Ba(1,-1). [ ]

En general, tren polinomios diferentes pueden generar el mismo E-ideal, asf,
s

int la siguiente definici

Definicién 1.3 Sea 2 una clase de dlgebras bdricas. Los tren polinomios
P(z) y q(z) son equivalentes mddulo 2 si Ex(p) = Ex(q)VA € 2.

Cuando £ = {A} las clases de equivalencias corresponden a los E-ideales de A.

2 E-ideales para dlgebras bdricas satisfaciendo
(2?)? = w(z)3.
Denotemos A, ..., F' las sucesiones (ax)ke/n, -+ (fk)kezn, de (7) tenemos

A+C=1,A+2B=1,2D+2E+A=1,E=F (7)

donde 1 = (1,1,...,1). Para k > 1 sea Ax = (ak,ax-1,...,a1) € F*¥ y similarmente
By, Ck, Dy, Ex, Fi, 1 las relaciones (7') valen también para estos vectores de F¥,

Un tren polinomio p(z) = z" +nw(2)z"! + ... + Yn-1w(z)" 'z puede ser iden-
tificado con el vector p = (1,7,..7n-1) € F™. Asi el conjunto de todos los tren
polinomios de grado n es identificado con la variedad lineal de F™ definida por las
ecuaciones ) + ...+ Zp =0y z; = 1.

Sea <,> la forma bilineal usual en F". Cuando reemplazamos cada potencia
2* de 2 dada por (6), obtenemos

A\



1

28 CUBO 8 A. Cataldn y R. Costa

p(z) = <Pln>a"+ o™ < pyln > ut < Anp> )
+ a"%(< Bp,p> W < Coyp > uvt < Dap > v?)
+ @< Bn,p > vt < F,.,p > uv?). Como <p.1, . 1+m+.t
-1 = 0, los dos primeros Por (7"), p expresar
Ap,Cp, Dy, y F, como combinaciones lineales de By, By y 1,. Entonces
plz) = @"'<1,-2Bup>v
+a""%(< By,p > u*+ < 2B, p > uv+ < By — En,p > %)
+a""3 < Bpyp > (4P + wv?) 8
= —2a"!<By,p>v ®
+a"%(< Bp,p > u? 42 < Bp,p> uv+ < By — En,p> %)
+a"3 < By, p > (uv + uv?)

Ahora esmmos en condmlones de probar que sélo existen tres clases de equiva-
lencias de tren descritos geometri por las sigui Pproposi-
ciones.

Proposicién 2.1 Sip y B, no son ortogonales, entonces

Ea(p) = NiyjpNo1jp ® Noyjp = Ey(1,-1)
Demostracién: Es ficil probar que Ex(p) = NI/,N_m ® Nl/z y sabemos que
E4(p) € Ex(1,-1). Para probar la prop ; que
N_ip € E4(p). En efecto, si v € N_j; entonces p(e+u) = -2 < Bp,p >
v+ < By — Epyp > v* y ple =v) = 2 < Bn,p > v+ < By — Epyp > v asl
ple—v) —ple+v) =4 < Bp,p> yv =1} < Ba,p >~ (ple—v) —p(e+v)) € Ex(p).
n

Proposicién 2.2 Si p es ortogonal a B, y p no ortogonal a E,, entonces
Ex(p) = NiyppN2)p ® N2 5.
Demostracién: Como < B,,,p >= 0, la igualdad (8) se reduce a
pz) = —a"?< Enp>vP+a" < Epp> (uPv+ur?) ©
= "3 <Enp> (v -’ +w?) € NmNZl,,G)NZm
Usando (5) es facil probar que éste espacio es un ideal. Esto implica que E4(p) C
NypN?, ;@ N2, ;. Para la otra inclusién, es suficiente probar e NZ,/, € Ealp)
cuando py E, no son or les. En efecto, p | que v €
-1/7 Entonces p(e +v) = — < En,p > v?, as{ v? =< En,p >~ p(e +v) € Ex(p).
Para un generador aditivo v;v; de sz, es suficiente recordar que 2vyvy = (v; +
v)? — vl — v} € E(p). L
Proposicién 2.3 Sip es ortogonal a B, y E,, entonces E4(p) =0

Demostracién: Es suficiente ver de (9) que p(z) = 0 cuando p y E, son ortogo-
nales. [ ]
Observacién: Los E-ideales para élgebras que satisfacen (z%)? = w(z)%z estdn
determinados por #? — w(z)z,2° — lw(z)e? - Lw(z)’z y 7* - jw(z)?2? - tuw(z)’z
respectivamente y cuyos grados son los minimos. En particular todas.las algebras
que satisfacen (z2)? = w(z)*z son tren 4lgebras de rango 4, como fue observado
por Walcher (3, ec(11)].
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