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Trayectorias de un sistema de control lineal en
IR" sobre variedades lineales de codimensién 1
y n-1.*

Victor Delgado A.

1 Introduccién.

Siien la descomposicién de Jordan de una matriz A cada par de bloques tienen,
respectivamente, valores propios distintos, entonces el sistema lineal controlable
2= Az + Bu,z en R",u en R™ puede transformarse en un sistema controlable con
uen IR el cual, & su vez, es equivalente al sistema canénico ([3]) :
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Dada una variedad lineal M, se plantea el problema de determinar un control
u de tal modo que la respectiva solucién z(t, u), con condicién inicial z(0, u) = 2,
permanezca en M durante, a lo menos, un intervalo de tiempo [0, T con T positivo,

2 Resultados.

Proposicién 2.1 . Si m es un vector normal a una variedad lineal M de
codimension I y z(t,u) permnanece en M durante un tiempo finito, entonces
u es de tipo realimentado y tiene la forma u =< m, N*"*(Az) >, donde < .,. >
es el producto interno usual en R" y N es una matriz nilpotente.

Demostracién. Sin perder generalidad puede suponerse que my = =1 es la
iltima componente no nula de m. Si se denota z(t,u) = (zy,+,2a), 2(0,u) =
(o1, + , Zon) = To entonces la relacién < z(t,u) — z9,m >= 0 para t en (0,7, T
positivo, implica que:

(@1 = za)my + - 4 (@ = zox) (1) = 0 (2)

*Proyecto S-90-33. Direccién de Investigacién UACH.
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Al derivar (2) y reemplazar en (1) se obtiene:

@y my ot T (=1) =y
g My + ok Fagy (1) =0 y
Tpekys My + oo 1 Tn Mami+ En (=1) = 0
pero z,=< a,z > +u donde a = (a3, "+ ,@p).
En i8 1 =€ 1, (Enokatss HEAlS By 10} ++0))>, por o tanto
010 .- 0
(i Laggion (1)
u =< m, N""*(Az) > donde N = R i
()l NEso 0 |
000 .- 0

Observacién. Si en la proposicién anterior k = n, es decir la tltima componente
de m es —1, entonces u =< m, Az >, esta expresién aparece implicita en (1] para
el caso en que el sistema considerado es z = Az + Bu y sin restricciones sobre la
matriz A.

Ejemplo en R® : Sea m = (my, —1,0) normal a una variedad lineal M de codi-
mensién 1, entonces

u =< (my,~1,0), N(A(z,y,2)") >=< (m1,-1,0),(z,< a,z° >,0 >= myz— <
a,z+ >, donde a = (a1,a,a3,), 2+ = (z,y,2)

Reemplazando u en el respectivo sistema canénico se obtiene z= y, U=z =
my = cuya solucién es =
=z &+ (0= )0+ den
Y=t — 2+ et
z = zge™!,

Entonces < (z,y,2) — (2o0,l0,20),m >= 0 si y solo si z = myyo es decir la
condicién inicial debe pertenecer al plano = = m,y (ver figura 1)

Figura 1. |
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Proposicién 2.2 . Si m es un vector que determina la direccidn de una
variedad lineal M de codimensidn n — ly:(l.u) es una solucidn no trivial

del sist (1) que per en M d mllcmpﬁnua. auonnu
el control u es de tipo li; “ylu 1 v

ciales factibles son, i te, del tipo m = (1,mq,m3,....,m3~ '), zo =
(@01, 202, MaZa -y M3 ~2207) donde my es la segunda componente de m

Demostracién. Sea m un vector no nulo que determina la direccién de M. El
objetivo es determinar un control u tal que

z(t,u) =z +0(t) . m 0(0)=0, te[0,T], T>0 (3)

Si la k-ésima componente de m es no nula entonces la componente anterior es
no nula. En efecto, si my # 0y my_; = 0 entonces al reemplazar (3) en (1) se
obtiene que @(f) = 0y, con ello, la solucién trivial z(t,u) = z = (z01,0,...,0) con
U= —azg).

Si my # 0 puede sup , sin perder g lidad, que m; = 1, entonces de
@y = z0; + 0(t) ¥ 22 = 22 + 0(t)m, se obtiene

Zy=f= 2y = 20y + 0y 5 O() = %(C"" =) (4)

reemplazando (4) en (1) resulta:

= zpe™ =  zn+zn(E™ 1)
Ty = zogmge™' = za+ Rrn(e™ -1)
Tp-y = Inzﬂl;l_ze""" = Zon+ ﬁzm(r"'" -1)
T, = zemile™ = <a,z>+u

En consecuencia u = mj~'z;~ < a,z >. Ademis:

v
m,:ﬁ: Ty = MZm = MaTm
n-2 _ m Mooy = mi2
my~ = Ta Zon = Dz = My

de donde
m = (1,mg,m3, -\ m3"")
zo = (o1, T, MaToa, "+, TG\ Zea)

Finalmente, si my = 0, es decir m = (1,0,+-+,0), resulta que 6(t) = 205t y la
condicién inicial es de la forma ¢ (20y,20,0,:++,0).

Observacién. La factibilidad de m y de zo de la Proposicién 2.2 se obtuvo en (2]
como consecuencia de un teorema que rel la per de i de un
sistema lineal = Az + Bu sobre variedades lineales M, con técnicas de subespacios
vectoriales (A, B)—invariantes detalladas en [4].
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Ejemplo en R® : Las direcciones factibles m = (1,m2,m3) restringen las condi-
ciones iniciales a la forma z = (@, b, myb), es decir deben estar en el plano = = m,y

(Ver figura 2)
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