
CUBO 8 , 7&-81 (1992) 
Sula Jprpwla de M•t•m4tlr• dc le Zg111 Syr. 

La Propiedad de Dunford-Pettis en espacios de 
Banach.• 

Jaime Ortega P. 

Direm0l5 que unn aplicación lincol T: X -- Y, t.~ complet.ameole con1.o.in11a, sl 
llevo conjuntos a(X, X'}- compocLos cu co njnuto:s compacLos eu nonns sobre Y. 

Tooromo l Senr1 X e Y de Banach y sea TE B L(X , Y ). cnl.oncu "º" eq1ii­
oolente11: 
i) r ea complelnmerit.c continuo 
ii) T llcvn " uO!:alonu u(X, X 1)-co1111erge11Le.! en aucel"iones a muergcnt.Cll' en 
nonna 11 ob re l ' . 
iiiJ T lfot111 ,ou:esionea u(X , X'}-Cnuchy t.m 1tuCC! ion e.'f con uergcnl u e n nonnn 
.•obre Y. 

Sen 1': X - Y, unn aplic11Ci6n lineal cut.re eoipaciO!\ de Banach , enLOnec8 7' es 
d6bilm c11Le-comp11e1..a si y sólo s i T(Bz) es a(Y, Y')-relatlvanu:nte-compsc.Ln. 

Tuoromo 2 Sean X e Y eJtpaciot1 de Brmach y T una aplimci.ón lincn.l con­
tinua de X en Y. Entone~ son eq1~~valent e.11: 

i) 1' es tlébilmenle-cornpaclo . 
¡;¡ T''(X") <;;Y. 
iiiJ r C.'1 a(Y', )') - a(X',X")-contlnuo. 
iv) Pnra cada .fUCC9ÍÓn {:r..,)ne1" S X aco tada, {Ti:.,}.,Efl pone una .mlm,c,;­
.! ÍÓ'rl u(Y, Y')· convergente. 

Tooromo 3 ( Ga nLmccher} 
Sen X e )' u pacia« de Bcmn.cÍI y 11 e11 T: X - ) .. una ophc:oc ión lúieal. 

Entonceif T u dCbil m.entc com.71aclo 11 i y 11ólo 11i T' u déb tlm~ntc com¡11icto. 

Obiiorvocionni: 
Si X o Y ~ un C'pllGio de Benach rcl\cxlvo, cnlo n~ cada Bplicaclón lineal couLinun 
de X en Y o dEbilrncnt.e compnc:Lu. 
Un espacio de Banf!Ch X C5 rcílexlvo se y ~ólo si le idenlidnd de X Col débl lnu:nt.c 
compncln. 

Scnn X e )• espoc.i~ d Bnnnch y sen 7' : X - Y una aplicación llncnl. 
Diromo:i que T es CA'U - déb ilmcuLc - compuclo si )' sólo si plU"8 sucesión nco\.Udn 
{:r.n}net: ~X'" sucesió n {T:r., ) i>Ei l"l ~y posee un n S ll ~Ucdión ao·. )"')- 'n11chy 

' EAle lr•bl..io ~ p.t.1'1.t' de la \Oli• con hl que el 11\IU>I obtu.-o d grado ck- ).•:.ei di ClcnclM CO!l 

nio11r.ló 11 en MalnPll:UC.., m la Ualvcnitd.J dti Concepción. 

7& 

' ____ , 
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Corolario 4 : Si Y es u(Y, Y')-secuenciaLmente-c.ompleLo, entoncea ca.da apli­
cación Ten M(X, Y) es débilmente compacto. Si Y ea un espacio de Schur, 
entonces cada aplicación Ten M(X , Y ) es compacta. 

Definición 5 Un espacio de Banach X posee la Propiedad de Dun/ord-Pettia 
si paro cada espacio Banach de Y, cada operador débilmente compacto de X 
en Y, es completamente continuo. 

Teorema 6 : Sea X un espacio de Banach. Entonces la.s proposiciones si­
guientes son equivalentes: 

a) X posee la Propiedad de Dunford-Pettis. 
b} Para cn.da espacio de Banach Y, cada opemdor débilmente compacto de 

X en Y, envía sucesiones u(X, X'} -convergentes en sucesiones convergentes 
en norma sobre Y, 

e) Para cada espacio de Banach Y , cada operador débilmente compacto 
de X en Y, emiía sucesiones u(X,X')-Cauchy en sucesiones convergentes en 
norma en Y. 

d} Si {x.,}nelN y {x~}.,ef'I son sucesiones débilmente nulas en X y X' re­
spectivamente, entonces ,!~'!x~(x.,) =O. 

e) Si {x.,}.,elN e.:.i 1Lna sucesión o(X, X') -Cauchy y {x~}.,e r-: es una suceBión 
o(X', X")-ntda entonces ~~"! x~(xn) =O. 

f} Si {xn}nelN es una sucesión o(X,X')-nula y {xn}neN es una sucesión 
o(X',X") -Ccmchy, entonces ~~~:tn(xn) =O. 

g} Para cada e.:.ipacio de Banad~ Y, cada opemdor T de X en Y con 
adjunto casi débilmente compacto, es completamente continuo. 

h} Cada operador T de X en eo, con adjunto casi débümente compacto, 
es completamente continuo, · 

i} Para cada espado de Banach Y , cada operador de Y en X casi débilmente 
corn.pacto, posee adjunto completaniente continuo. 

Corolario 7 Sea X un espacio de Banach reflexivo, entonces:X posee ta 
Propiedad de Dunford-Pettis si y sólo si X es de dimensión finita. 

Oiremos que un espacio de Banach X posee la Propiedad de Schur, si cada 
sucesión, {x.,}nel'li o(X,X')-convergentes es convergente en norma. 

Corolario 8 Sea X un espacio de Banach, tal que X posee la Propiedad de 
Schur, entonces X posee la Propiedad de Dunford.-Petti.s. 

Corolario 9 Si X' posee la Propiedad de Dunford-Pettis, entonces X también 
posee la Propiedad de Dunford-Petti.s. 

Del corolario anterior se desprende que Co posee la propiedad de Dunford-Pett.is, 
ya que t1 es su dual topológico y f 1 posee la propiedad de Dunford-Pet.t.is. 

Corolario 10 Sea X un espacio de Banach que po.!u la propierlad de Dunford­
Petti.s. 

Si X es de dimensión infinita, entonces X ' contine un .!ubeapacio isomorfo 
a l1. 
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Diremos que un espacio de Banach X es un espacio de Grotbendleck si cada 
sucesión u(X', X )·nula es u(X',X")·nula. 

Corolorlo 11 Sea X un eapacio de Grothendieck que posee la propiedad de 
Dunford. Pettis . Entonces X contiene un subespacio isonwrfo a t 1 

Corolario 12 Sea X tm espacio de Banach que posee la propiedad de Dunford· 
Petti.9. Si Y ea un subespacio complementado de X , entonces Y posee la 
propiedad de Dunford·Pettis. 

El recíproco del co lorario 3 fue un problema abierto por , muchos años, ya que 
sólo se conocían casos en que Jos espacios y sus duales poseían la propiedad de 
Dunford·Pettis. Stegal l mostró un ejemplo de uu espacio de Banach que posee la 
Propiedad de Schur y por t.ant.o la propiedad de Dunford·Pettis, pero su dual no 
posee dicha propiedad. 

Si damos algunas hipótesis adicionales al espacio de Banach X , podremos ase­
gurar cuando su espacio dual X' , posee la propiedad de Dunforo.Pett.is . 

Tuoroma 13 Sea X un espacio de Banach y sea X' su espacio dual. Entonces 
se tiene: 
X 1 posee la pro piedad de Sclmr si y sólo si X posee la Propiedad de Dunforti· 
Petti.9 y X no contiene copias isomorfas de i 1 

El Espacio de Thlagrand. 
Ounford y Pettis mostraron que el espacio L 1 (¡t) posee la Propiedad que lleva 

sus nombres en el año 1940, más tarde, en 1950, Crothendieck probó que para cada 
conjunto n Hausdorff compacto, el espacio C(fl) también posee la Propiedad de 
Dunford·Pettis. 

Durante muchos años estuvo abierto el problema de que si E es un espacio de 
Banach cualquiera, los espacios L1(E) y C(fl,l') poseía la Propiedad de Dunford· 
Pettis, hasta que en el año 1982 Michel Talagrand , basado en el espacio de Ha· 
gler , mostró un espacio de Banach E, tal que su dual (E') es separable, posee la 
propiedad de Schur, pero los espacios L1(E') y C([f,oo], l') no poseen la Propiedad 
de Dunford·Pettis. 

Para comenzar daremos algun8.S definiciones. 

Definiciones 
SeaT= U {O, !}" 

"'"' i) Si rp ET, entonces 1 rp I= n para cada rp E {O, 1}" . 
it) Sean rp = (rp 1 , ••• ,rp" ) E T ,!/i = (!/i1 , ••• ,!/J,,. ) E T ip $ 1" ~ n $ m y ip¡ $ !/J¡, 'Vi = 
l, .. n. 

Sea x E IRT, luego x = {x(ip)}"'ET y defin imos la siguiente norma sobre Rr. 

11x11= • up(L:(sup 1x(<p)1) ') '1' ... (•)n E IN l 'P I= n<p 5 '/J 

Llamemos X = {x E R T / 11 x IJ < oo }, se ti ene que el espacio X dotado de la 
norma defi nida en ( • ) es un espacio de Banach. 
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Sea R (Tl = {x = {x(<P)},er/x(<¡>) 1' O sólo en un número fin; to de<¡> E T) 
Sea E la clausura de R(TJ con la norma definida en ( • ). E se llwnará el Espacio 

de Talagrand. 

Teorema 14 El espacio d1tal de E,E' posee la propiedad de Schur, así E 
posee la propiedad de Dunford~Pettis. 

Observació n 
Los espacios C([1, oo],l') y Li(E') no poseen la propiedad de Dunford· Pettis. 
a) El Espacio L1 (¡•). 
El primer ejemplo que veremos corresponde a los espacios L 1 (µ). N. Dunford y 

B. Pett.is mostraron en 1940 que todo operador lineal sobre L1(µ) en un espacio de 
Banach y arbitrario, que es débilmente compacto, es completamente continuo. 

La demostración dada por Ounford y Pettis se basó en la medida de Lebesgue, 
sobre cubos euclidianos de lll" , pero ella es válida para una medidaµ arbitraria. 

b) El Espacio C(ll) 
Más tarde, en el afio 1950, Grothendieck probó que si n es un espacio topológico 

Hausdorff compacto, entonces C(n) , el espacio de las funciones continuas definidas 
sobren en el cuerpo, posee la propiedad de Dunford-Pettis. 

c) Los Espacios de Sucesiones 
De los resultados analizados a través de este resumen se obtuvo que: 
i) Co y l 1 poseen la propiedad de Ounford-Pettis . 
ii) Los espacios lp, con 1 < p < oo, no poseen la propiedad de Dunford-Pcttis. 

Nos resta por analizar el espacio f 00 

Se probará. un resultado más general 

Teorema 15 Sean un co.njunto y 2: u.na a -álgebm sobre n. Entonces el 
espacio .8(2:) posee la propiedad de Du.nforf-Pettis. 

Se puede mostrar que si n = JN y ¿ = 'P(JN) entonces ,B(¿ ) ~ l 001 de donde 
tenemos que l 00 posee la propiedad de Dunford-Pettis. 

Otra pregunta lógica es si X es un espacio de Banach que posee la propiedad de 
Dunford-Pettis e Y es un subespacio cerrado de X, entonces bajo que condiciones 
el espacio cuociente X /Y posee la propiedad de Dunford-Pettis . 

Le ma 16 Si Y es un subespacio cerrado de X que no contiene a t 1• Entonces 
cada sucesión a(X/Y , (X/Y Y) - Cauchy tiene una subsucesión que es la imagen 
de una sucesión a(X, X 1)-Cauchy, bajo la sobreyección canónica de X en 
X / Y , i : X ---.... X/Y donde i(x) = x +Y , paro cada x E N 

Teorema 17 (Propieíiad de los tres espacios) 
Sea X un espacio de Banach. En tonces son equiva-'entes. a) X no contiene 
a t 1 

b} Pam cada subespacio cermclo Y de X se tiene que Y no contiene n. t 1 y 
X / Y no contiene a l 1 

e) Existe un subespacio cerrado )' de X tal que Y no contiene ·a t 1 y X/ Y 
n o contiene a f 1 • 
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Teorema 18 Sea X un eapacio de Banach que posee la propiedad de Dunford­
Pettia. Si Y ea un 11ubespncio cerrado de X, que no contiene o l 1, entonces 
el eapacio cuocien.te X/Y poaee la propiedad de Dunford-PeUia. 

Corolario 19 Sea X un espacio de Bnnach 
Si X' es un e.spncio de Scliur, entonces pnm cada subespacio cerrado Y de 
X !e tiene que (X/ Y)' posee la propiedrul de Sclmr y por tanto X / Y po!ce ln 
propiedad tle Dunford-Petti:i . 

Corolario 20 Sea X un espacio tle Banach tal q1te X' po.sca lo p ro11iedad de 
Dun/ord-Pettis. 
Sen. Y un subespacio cermdo rle X lnl que yJ., el ortogonal de Y , no contiene 
a t1 entonces Y' posee fo propiedad tle Dunford-Pettis . 

Corolo.rio 21 Se.ti X un subespacio refl exfoo de L1(¡t), entonces L1(1-t) / X posee 
la propiedad de DunfoNl-Pettis. 

Su demostración se obtiene del hecho que si X es un subespacio cerrado de 
l 1(µ ), entonces X es reflex ivo si y sólo si X no contiene a l 1• La prueba de este 
resultado se debe a M. Kaclcc y A. Pelczynski y data del aiio 1962. 

Tuorema 22 Sean X 1,X2 , • • • ,X 11 espacios de Banach , entoncea se tiene que: 
íl ~. 1 X; posee la propiedad de Dun/orrl-Pellis si y sólo s i X, posee la p1"0piedad 
de Dunford-Pettis paro cada i. = ~-

El lema anterior nos asegu ra que la propiedad de Dunford· Petlis se preserva 
bajo productos fini tos de espacios de Banach. En el ca.so de productos infinitos de 
C5pacios de Banach la respuesta es negativa , para esto estudiaremos los espacios 
producto ( L: EB En)p 

"'" En lo que sigue (E'n)nef'l será una sucesión de espacios de Banach y (E~)ne t4 
será la sucesión de los espacios duales. 

Se llama espacio suma directa de (En)neN en ol sentido de l p con 1 $ p < 
oo, denotado por ( L: EB En)p, al espacio de suces iones {x,.)neN tal es que Xn E E11 

"'" para cada 11 E N y }: 11 Xn llP< oo , dotado de la norma: 

"'" 
11 (x"}"elN lle=(¿: 11"" 11')'1' 

11Etl 

Además se definen los espacios suma directa de (En)neN de Co (respect ivamente 
t00), denotado por ( L EB En)o (respectivamente ( [: EB En)00), al espacio de suce-

ne N nEN 

sienes {xn ) neN tales que X n E En para 11 E IN y 11 X n 11~ O (respectivamente 
sup 11Xn 11< ), do t.ados ele la norma. 

"'" 11 {x"] "elN 11~= sup 11 x ,, 11 · 
nEN 

No es dificil notar que los espacios cl eflnidos ant.eriormenle son espnci OS: de 

Banach . 

í 
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Lema 2S a) Sean 1 < p, q < oo tales que ; + i = t, entonces: 

((¿; EDE,.),)' = (¿; ee:,), 
netl nEN 

b} (( ¿: EDE.),)' = ( Í: EDE;)1 
nEr.I nEl'I 

e) (( ¿: EDE.)1)' = ( ¿: eE;) - 00 
nEr.I nEIN 

Corolario 24 ( L EtlE,.)1 es un espacio de Sclmr si y sólo si En es un espacio 
•Ei'l 

de Schur pam cada n E ll'.J 

A conLinua.ción estud ia.remos la. propiedad de Duníord-Pettis en los espacio~ 
productos. 

Se define (E EBEn)oo como el espacio formado por todas las sucesiones {x.1J1reN E 
nE N 

( L: @En)oo tales que Xn -::f:. O E E11 sólo en un mímero ñnit.o de índices . .. ,, 
Notemos que ( L: $E,.) 00 = (E eEn),., es decir ( L ffiEn)<XJ es denso en 

nEIN nEN nEN 

Teorema 25 ( Í: EBEn)o posee la propiedad de Dunford-Pettis si y s6lo si En 
•Ei'l 

pose/! la propiedad de Dunforrl-Pettis para cada n E ~ 

Teorema 26 ( ¿: e En) 1 posee la propiedad de Dunford-Pettis si y sólo si En 
oe i'l 

posee la propiedad de Dunfonl-Pettis pam cacia n E l'J 

Teorema 27 Si 1 < p < oo; entonces (E e En)p no posee la propiedad de 
oerl 

Dun/ord-Pettis 

En un resultado anterior se mostró que si un espacio dual X' posee la propiedad 
de Dunford-Pettis, entonces el espacio X posee la propiedad de Dunford-Pettis. 

El recíproco de esta propiedad fue un problema abierto durWlte muchos a1los, 
la respuesta la di6 Charles Stegall (1975), mostrando un espacio de Banach que 
posee la propiedad de Schur y para el cual su espacio dual no posee la Propiedad 
de Dunford-Pettis . A continuaci6n mostraremos m1 conLraejemplo de Stegall dado 
por Charles SLegall. 

11112 

Sea X= (E eit;') i, donde f2 corresponde al espacio R" dotado de la norma 
•El'I 

Dado que ey es Llll espacio de Schur para cada n E l!'\I , de un colorario anterior 
obtenemos que X es un espacio de Schur, por LanlO X posee la propiedad de 
Dunford-Pett.is, además como (f2)' = f2 del lema 2 tenemos que X' = ( E $ t;')oo 

"'" Definamos la aplicación T : (E @€;') 1 - t2 donde para cada x E (E E9t';')1 
nEN n€~ 

x =((yl), (11?. YÍ), (y?, Yi, Yi) , ... ,(yr , ... ,y~), ... ) se tiene T(x)=(y/ +y?+ ... , YÍ + 
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w+ ... , .. , 11~+11~• 1+ ... ) Liene que Tes una aplicación lineal y continua de (E Glf~)¡ 
•EN 

en f2. 
Notemos además el rango de T' es complet.ado en X' = ( ¿: fDl;)w· 

"'" Veamos ahora que l2 es isométricamente isomorfo 8 r (Y'). En efecto: T' ( {Xi:} kEN) 
= ((x1), (x¡, X:z), (x¡, X'..z. X3) , ... , (x1P .. ,xn)i ... ) y notemos que para cada {xkher.i E 
e, 

11T'({x.).eN)11~= sup 11(x¡, ... ,x.)11=11(x•)><N11 l2 

"'" 
lo cual prueba que T' es una isometría entre f2 y T'(t2}. 

Notemos que ( I: $f2'}oo no posee la propiedad de Dunford-Pettis. 

"'"' En efecto, s i (E $ey)oo posee la propiedad de Dunford-Pettis, entonces T'(i2 ) 

"'"' también la posee, pues es un :.u1bespacio complementado de ( E $~)00 , pero co-

"'" mo f 2 es isométricament.e isomorfo a T 1(f2 ) y e2 es un Hilbert, se concluye que 
r(e2) no posee la propiedad de Dunfor.d-Pettis. Lo que prueba que CE e~)00 = 

•« 
(( L $€~) ¡)' no posee la propiedad ele Dunford-Pett:is. 

•<N 
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