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La Propiedad de Dunford-Pettis en espacios de
Banach.*

Jaime Ortega P.

Diremos que una aplicacién lineal 7' : X — V', es completamente continua, si
lleva conj o(X,X')- en conj en norma sobre Y,

Teorema 1 Sean X e Y de Banach y sea T € BL(X,Y), entonces son equi-
valentes:

i) T es completamente continuo

ii) T' lleva sucesiones o(X,X')-convergentes en sucesiones convergentes en
norma sobre Y.

iii) T lleva sucesiones o(X, X')-Cauchy en sucesiones convergentes en norma
sobre Y.

Sea T': X — Y, una apli 6n lineal entre espacios de Banach, T es
débilmente-compacta si y s6lo si T'(B;) es a(Y,Y')-relativamente-compacta.

Teorema 2 Sean X e Y espacios de Banach y T una aplicacion lineal con-
tinua de X en Y. Entonces son equivalentes:

i) T es débilmente-compacto.

i) T(X") C Y.

i) T es o(Y',Y) — o(X', X")-continuo.

) Para cada sucesion {zn)nen © X acotada, {Tzp)nen posee una subsuce-
sién o(Y, Y')- convergente.

Teorema 3 (Gantmacher)
Sea X eY espacios de Banach y sea T': X — Y una aplicacion lineal.
Entonces T es débilmente compacto si y solo si T' es débilmente compacto.

Observaciones:
Si X oY es un espacio de Banach reflexivo, entonces cada aplicacién lineal continua
de X en Y es débilmente compacta.
Un espacio de Banach X es reflexivo se y sélo si la identidad de X es débilmente
compacta.

Sean X e Y espacios de Banach y sea T' : X — Y una aplicacién lineal.
Diremos que T es casi - débilmente - compacto si y sélo si para sucesién acotada
{Zn)}nee € X la sucesion {Tzp}nen € Y posee una subsucesion (Y, ¥)-Cauchy

*Este trabajo es paste de la tosis con Ia que el autor obtuvo o grado de Magster en Clencias con
mencién en Matessdtica, en la Universidad de Concopcida.
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Corolario 4 : SiY eso(Y,Y’) ial l t cada apli-
cacion T en M(X,Y) es débwtmen!e compacta. Si Y es un espacio de Schur,
entonces cada aplicacion T en M(X,Y) es compacta.

Definicién 5 Un espacio de Banach X posee la Propiedad de Dunford-Peltis
31 para cada espacio Banach de Y, cada operador débil t pacto de X
en Y, es completamente continuo.

Teorema 6 : Sea X un espacio de Banach. Entonces las proposiciones si-
guientes son equivalentes:

a) X posee la Propiedad de Dunford-Pettis.

b) Para cada ewpncw de BanachY, cada operador débtlmente compacto de
X enY, envia o(X, X") gentes en convergentes
en norma sobre Y.

¢) Para cada espacio de Banach Y, cada operador débilmente compacto
de X enY, envia sucesiones o(X,X')-Cauchy en sucesiones convergentes en
norma en Y.

d) Si{Zn}lnew ¥ {@h}nen son sucesiones débilmente nulas en X y X' re-
spectivamente, entonces '!i_.rgom;l(z:,.) =0.

€) Si {Zn}nen €s una sucesion o(X, X') - Cauchy y {4 }nen €s una sucesion
(X', X")-nula entonces lim z/(zn) = 0.

e

f) Si{Zn}nen es una sticesion (X, X")-nula y {Zn}nen €8 una sucesion
(X', X") -Cauchy, entonces lim a:,.(z,. =0.

g) Para cada espucta de Bunach Y, cada operador T de X en Y con

to casi débil es pletamente 173

h) Cada operador T' de X en cg, con adjunto casi débilmente compacto,
es completamente continuo:

i) Para cada espacio de Banach Y, cada operador deY en X casi débilmente
compacto, posee adjunto completamente continuo.

Corolario 7 Sea X un espacio de Banach reflerivo, entonces:X posee la
Propiedad de Dunford-Pettis si y sélo si X es de dimensidn finita.

Diremos que un espacio de Banach X posee la Propiedad de Schur, si cada

sucesion, {Zn}nen,o (X, X')-convergentes es convergente en norma.

Corolario 8 Sea X un espacio de Banach, tal que X posee la Propiedad de
Schur, entonces X posee la Propiedad de Dunford-Pettis.

Corolario 9 Si X' posee la Propiedad de Dunford- Pettis, entonces X también
posee la Propiedad de Dunford-Pettis.

Del corolario anterior se desprende que ¢y posee la propiedad de Dunford-Pettis,
ya que £, es su dual topolégico y £; posee la propiedad de Dunford-Pettis.

Corolario 10 Sea X un espacio de Banach que posee la propiedad de Dunford-
Pettis.

Si X es de dimension infinita, entonces X' contine un subespacio isomorfo
aty.
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Diremos que un espacio de Banach X es un espacio de Grothendieck si cada
sucesién o(X', X)-nula es o(X’, X")-nula.

Corolario 11 Sea X un espacio de Grothendieck que posee la propiedad de
Dunford-Pettis. Ent X U un subespacio isomorfo a €

Corolario 12 Sea X un espn.cio de Bmmch que posee la propiedad de Dunford-
Pettis. SiY es un sub p tado de X, ent Y posee la
propiedad de Dunford-Pettis.

El recip del colorario 3 fue un probl abierto por, muchos afos, ya que
s6lo se conocfan casos en que los espacios y sus duales posefan la propiedad de
Dunford-Pettis. Stegall mostré un ejemplo de un espacio de Banach que posee la
Propiedad de Schur y por tanto la propiedad de Dunford-Pettis, pero su dual no
posee dicha propiedad.

Si damos algunas hipétesis adicionales al espacio de Banach X, podremos ase-
gurar cuando su espacio dual X' | posee la propiedad de Dunford-Pettis.

Teorema 13 Sea X un espacio de Banach y sea X' su espacio dual. Entonces
se tiene:

X' posee la propiedad de Schur si y sdlo si X posee la Propiedad de Dunford-
Pettis y X no contiene copias isomorfas de £,

El Espacio de Talagrand.

Dunford y Pettis mostraron que el espacio L; (i) posee la Propiedad que lleva
sus nombres en el afio 1940, mas tarde, en 1950, Grothendieck probé que para cada
conjunto {2 Hausdorff compacto, el espac)o C(R2) también posee la Propiedad de
Dunford-Pettis.

Durante muchos afos estuvo abierto el problema de que si E es un espacio de
Banach cualquiera, los espacios Ly(E) y C({2,€) posefa la Propiedad de Dunford-
Pettis, hasta que en el afio 1982 Michel Talagrand, basado en el espacio de Ha-
gler, mostré un espacio de Banach E, tal que su dual (E’) es separable, posee la
propiedad de Schur, pero los espacios Li(E') y C([t,o0],€) no poseen la Propiedad
de Dunford-Pettis.

Para comenzar daremos algunas definiciones.

Definiciones

SaT= U (0.1)"

i)Sipe T entonces | ¢ |=n para cada ¢ € {0,1}".
ii) Sean @ = (p1,-.,¢n) ET\ % = (Y1, ¥m) ETp <Y &n<myp; <P, Vi=
IS,

Sea z € R”, luego z = {2z(¢) }yer y definimos la siguiente norma sobre R,

Il 2 ll=sup(}_(sup | 2(p) ) V2()n €N | o [=np < ¥

Llamemos X = {z € RT/ || z ||< 00}, se tiene que el espacio X dotado de la
norma definida en (+) es un espacio de Banach.

e R
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Sea R = {z = {z(¢) }per/2(¢) # 0 s6lo en un nimero finito de ¢ € T}
Sea E la clausura de R con la norma definida en (#). E sellamaré el Espacio
de Talagrand.

Teorema 14 El espacio dual de E,E' posee la propiedad de Schur, asi E
posee la propiedad de Dunford-Pettis.

Observacién

Los espacios C([/,00],€) y Li(E') no poseen la propiedad de Dunford- Pems

a) El Espacio L(u)-

El primer ejemplo que veremos corresponde a los espacios L;(x), N. Dunford y
B. Pettis mostraron en 1940 que todo operador lineal sobre Ly(p) en un espacio de
Banach y arbitrario, que es débil e es continuo.

La demostracion dada por Dunford y Pettis se basé en la medida de Lebesgue,
sobre cubos euclidianos de IR", pero ella es vélida para una medida . arbitraria.

b) El Espacio C(2)

Mis tarde, en el afio 1950, Grothendieck probé que si {2 es un espacio topolégico
Hausdorff compacto, entonces C({2), el espacio de las funciones continuas definidas
sobre {2 en el cuerpo, posee la propiedad de Dunford-Pettis.

c) Los Espacios de Sucesiones

De los resultados analizados a través de este resumen se obtuvo que:

i) co y £, poseen la propiedad de Dunford-Pettis.

ii) Los espacios £,, con 1 < p < 00, no poseen la propiedad de Dunford-Pettis.
Nos resta por analizar el espacio £

Se probara un resultado més general

Teorema 15 Sea 2 un conjunto y y, una g-dlgebra sobre 2. Entonces el
espacio B(Y) posee la propiedad de Dunforf-Pettis.

Se puede mostrar que si 2 = N y 3 = P(IN) entonces 3(}) & £, de donde
tenemos que £y, posee la propiedad de Dunford-Pettis.

Otra pregunta légica es si X es un espacio de Banach que posee la propiedad de
Dunford-Pettis e Y es un subespacio cerrado de X, entonces bajo que condiciones
el espacio cuociente X/Y posee la propiedad de Dunford-Pettis.

Lema 16 SiY es un subespacio cerrado de X que no contiene a £;. Entonces
cada sucesion o(X/Y,(X/Y)')-Cauchy tiene una subsucesion que es la imagen
de una sucesion o(X,X')-Cauchy, bajo la sobreyeccion canonica de X en
X/Y,i: X — X/Y dondei(z) =z+Y, para cada z € N

Teorema 17 (Propiedad de los tres espacios)

Sea X un espacio de Banach. Entonces son equivalentes. a) X no contiene
at

b) Para cada subespacio cerrado Y de X se tiene que Y no contiene a £ y
X/Y no contiene a £,

¢) Eziste un subespacio cerrado Y de X tal que Y no contiene a £, y X/Y
no contiene a £.
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Teorema 18 Sea X un espacio de Banach que posee la propiedad de Dunford-
Pettis. SiY es un subespacio cerrado de X, que no contiene a £, entonces
el espacio cuociente X/Y posee la propiedad de Dunford-Pettis.

Corolario 19 Sea X un espacio de Banach

8i X' es un espacio de Schur, ent. para cada subespacio cerrado Y de
X se tiene que (X/Y)' posee la propiedad de Schur y por tanto X/Y posee la
propiedad de Dunford-Petlis.

Corolario 20 Sea X un espacio de Banach tal que X' posea la propiedad de
Dunford-Pettis.

Sea Y un subespacio cerrado de X tal que Y*, el ortogonal de Y, no contiene
aly ent Y’ posee la propiedad de Dunford-Pettis.

Corolario 21 Sea X un subespacio reflexivo de Ly(p), ent Li(u)/ X posee
la propiedad de Dunford-Pettis.

Su demostracién se obtiene del hecho que si X es un subespacio cerrado de
Ly(n), entonces X es reflexivo si y sélo si X no contiene a £;. La prueba de este
resultado se debe a M. Kadec y A. Pelczynski y data del aiio 1962.

Teorema 22 Sean X;,X»,..., X, espacios de Banach, ent se liene que:
[1ix, X; posee la propiedad de Dunford-Pettis si y sélo si X; posee la propiedad
de Dunford-Pettis para cada i = 1,1.

El lema anterior nos asegura que la propiedad de Dunford-Pettis se preserva
bajo productos finitos de espacios de Banach. En el caso de productos infinitos de
espacios de Banach la respuesta es negativa, para esto estudiaremos los espacios
producto (Z SE),

En lo que sigue (En)nen seréd una sucesién de espacios de Banach y (E})nen
serd la sucesion de los espacios duales,

Se llama espacio suma directa de (Ey)nen en el sentido de £, con 1 < p <
00, denotado por (Y @E,),, al espacio de sucesiones {zn}nen tales que z, € B,

nelN
paracadan € Ny Y || 2, [|”< oo, dotado de la norma:
nelN

Il {zn}nen llp= (3 Il zn [P)'”

nenN

Ademaés se definen los espacios suma directa de (En)nen de co (respectivamente
£x), denotado por E @Ey)o (respectivamente (E @®En)x), al espacio de suce-

siones {Zn Jnen ‘ﬂ|‘> que zp, € B, paran € N y ” Zn [|==" 0 (respectivamente
sup || zn ||< 20), dotados de la norma.
neN

[l {zn}new [loo= sup || zn || -
nelN

No es dificil notar que los espacios definidos anteriormente son espacios de
Banach.
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Lema 23 a) Sean 1 < p,q < oo tales que §+§ =1, entonces:
((E OF),) = (Z SE,)
neN

b) ((E SEp).) = (Z SF,
e) ((Z OF,)) = (E eE’

Corolario 24 (EIN ®E,); es un espacio de Schur si y sélo si B, es un espacio
ne
de Schur para cade n € N

A continuacién estudiaremos la propiedad de Dunford-Pettis en los espacios
productos.
Sedefine (30 @£E;),, como el espacio formado por todas las sucesiones {zk }xen €

nel

(X ®En)oo tales que zp # 0 € B, s6lo en un nimero finito de indices.
neN

Notemos que (). @E,) co = (3 @E,),, es decir (3 ®F,)q es denso en

neN o neN nelN
(X &),
nelN
Teorema 25 (Z ®E,), posee la propiedad de Dunford-Peltis si y sélo si By,
posee la pmp:edad de Dunford-Pettis para cada n € N
Teorema 26 (Y ®E,), posee la propiedad de Dunford-Pettis si y sdlo si B,
nel
posee la propiedad de Dunford-Pettis para cada n € N
Teorema 27 Si 1 < p < oo, entonces (Y, @Ey,), no posee la propiedad de
nelN

Dunford-Pettis

En un resultado anterior se mostré que si un espacio dual X’ posee la propiedad

de Dunford-Pettis, entonces el espacio X posee la propiedad de Dunford-Pettis.

El reciproco de esta propiedad fue un problema abierto durante muchos afios,
la respuesta la dié Charles Stegall (1975), mostrando un espacio de Banach que
posee la propiedad de Schur y para el cual su espacio dual no posee la Propiedad
de Dunford-Pettis. A continuacién mostraremos un contraejemplo de Stegall dado
por Charles Stegall.

Sea X = (Y ®£3),, donde £ corresponde al espacio R™ dotado de la norma

neN

IIli2

Dado que £} es un espacio de Schur para cada n € IN, de un colorario anterior
obtenemos que X es un espacio de Schur, por tanto X posee la propiedad de
Dunford-Pettis, ademés como (£3)' = £ del lema 2 tenemos que X' = (Z: B oo

Definamos la aplicacién T': (Y @63); — ¢; donde para cada z € E ae),
neN

z =((41), () 13), (0, U3, U)seons(UF soeeWB)e) s@ tieme T(z)=(y} + vi+- U3 +

A\



CUBO 8 81

Yateenyeess YpyatI4...) tiene que 7' es una aplicacién lineal y continua de (”EEN @),

en .
Notemos ademés el rango de 7" es completado en X' = () ©85)x.

neN
Veamos ahora que £, es isométricamente isomorfo a 7/(Y"). En efecto: 7" ({2} kem)
= ((21), (1, @2)s (@1, @2, 3) sy (@13002n)y:-:) ¥ NOtemoS que para cada {Zk}kery €
3

| Tz bren) [loo= sup I @1y <oy 2a) (1= {2 been || €2

lo cual prueba que 7" es una isometrfa entre & y T"(€;).

Notemos que (E @¢€3)00 no posee la propiedad de Dunford-Pettis.

En efecto, si ( Z @¢3)oo posee la propiedad de Dunford-Pettis, entonces T"(¢;)
también la posee, pua es un subespacio complementado de ( Y @£3)e, Pero co-

n

mo ¢y es isométricamente isomorfo a 7'(¢;) y ¢, es un Hilbert, se concluye que

T'(€;) no posee la propiedad de Dunford-Pettis. Lo que prueba que (3 ®63)x =
neC

(> @¢£3)1)’ no posee la propiedad de Dunford-Pettis.
neN
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