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Formas Bilineales Asociativas en una Algebra
Bérica *

R. Baeza V. y R. Benavides G.

1 Introduccién.

Sea I un cuerpo de caracteristica diferente de dos y A una algebra sobre KX,
conmutativa pero no necesariamente asociativa. Para z en A y k > 1 un niimero
entero, la potencia plena de a es definida inductivamente por

all =z g ot = glk-tigh=l" k>3

Sea ahora (A,w) una K-élgebra bérica (o 4lgebra ponderada), es decir, una K-
Algebra iva A y un h fismo no trivial de K-algebras w : A — I,
Diremos que (A,w) es una élgebra de Bernstein de orden k, si para todo = de A se
verifica

24 = ()2 k] @)

slendo k el menor entero para el cual esta identidad es valida.

La defincién de élgebras de Bernstein de orden k y algunos ejemplos para k = 2
fue dada por Abraham 1980.

Cuando k = 1, A es llamada dlgebra de Bernstein. Estas &lgebras han sido
estudiadas extensivamente, ver por ejemplo Holgate 1975, Ljubic 1978, 1987 y
Hentzel - Peresi 1988.

Se sabe que si (A,w) es una dlgebra de Bernstein de orden k, entonces
- La ponderacién w es tinica
- Ella admite un elemento idempotente e tal que w(e) = 1
-8i7: N — N, con N = kerw, denota la multiplicacién a izquierda por el
idempotente e y U = Im7*,V = Kerr*, entonces A = Ke&U&V (descomposicién
de Pierce relativa al idempotente e),

U={neN:en= %n) con UcCV.

Sea W un subespacio complementario de U? en V| asi que U2 @& W = V.
Consideremos B : A x A — K una forma bilineal sobre A, diremos que B es
asociativa si se verifica que
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B(wy,z) = B(z,yz) Vz,y,%€ A.

2 Resultados.

Procederemos a realizar algunos calculos referente a una forma bilineal asociativa

B sobre A.
Sea n € N, B(e,n) = B(e?,n) = B(e,en) = B(en,e) = B(n,e?) = B(n,e)

:.B(e,N) = B(N,e) @

Por otro lado Yu € U, tenemos

B(e,u) = B(e*,u) = B(e,eu) = B(e, %u) = 1B(e,u) ..Ble,u) =0
Para v € V, se obtiene

B(e,v) = B(ekt!,v) = B(e*,ev) = B(e*,7v) =B(ek~!, 7%v) =
Asi, tenemos que

B(e,7*v) =0
B(e,N) = B(N,e) =0 3)
Parau € U y n € N, tenemos

B(u,n) = 2B(3u,n) = 2B(eu,n) = 2B(e,un) = 0 (N ideal de A).
Anélogamente se tiene B(n,u) = 0.

Asi
B(N,U) = B(U,N)=0 (4)
Para cada u;u; generador de U? y n € N.
B(uiuj,n) = B(ui,u;n) = 0, de la misma forma B(n,uu;) = 0 entonces tenemos

B(U* N) = B(N,U* =0 (5)
Asi la matriz asociada a B, es :
Ke U v w
B(ee) 0 0 0 Ke
(B) = 0up 0! s ssomaaran|l S8 (6)
0 0 0 0 v?
0 0 0 . w

De esta forma matricial, vilida para toda dimensién de A, se concluye

Proposicién 2.1 Cualquier forma bilineal asociativa sobre una dlgebra de
Bernstein de orden k, con U # {0}, es degenemda.

Demostracién. Es inmediata desde (6) [ ]

Proposicién 2.2 Cualquier forma bilineal asociativa B de una dlgebra de
Bernstein A de orden k, estd totalmente determinada por su accion en Ke@®
w.
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Demostracién. Es obvio, porque si @ = \e 4 u+ v, + v, y = Ne + ' + o] + v}
con A\ € K;u,u' € Usvy,v) € U? y v3,v5 € W; entonces

B(z,y) = AN'B(e, ) + B(va,v5)
.

Proposicién 2.8 Si eziste una forma bilineal asociativa no degenerada B
gobre una dlgebra de Bernstein A de orden k, ent A es casi tant
y el elemento idempotente e es tunico.

Demostracién. Si B esno degenerada, U = {0}. Teorema 5.10 C. Mallol establece
que A es una élgebra casi constante y el elemento idempotente es tinico. ]
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