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Cada vez con más Crecuencia1 los dise'lios frn.ctales se involucran eA lo cotid iano 
de nuestra socieclad. Un gran número de personas recon0ce una A.gura fractal y 
relaciona de manera Haitural a los fractales con la geométria de ciertos conjuntos 
de gran complejiclacl ~¡ue tienen la propiedad de que cua.k¡uier fragmentos de ellos 
tiene gran semejawza con partes más amplias del conjunto ll0tal. Esto es así, dado 
que esta propiedad resume de algún modo la esencia de 10s conj uHtos fractales. 

En los medi0s pl'0fesionales, es notable la creciente demanda de información, 
sobre este tópico en genera.! y de sus aplicaciones a múltiples d isciplinas. 

Como d isciplina maiteinática, aún cuando tiene sus primeros antecedentes 
hacia fines del sigl0 XIX1 ha recibido un espectacular im¡~nilso en estos últimos 
25 ailos, segurarmenbe con el descubrimiento de insospechadas aplicaciones en 
diversos campos. Las jo7'1nas <le fo naturaleza .rnn Jr(l.cla.les y mú.ltivles procesos 
de la misma se 1·igen por compo1·t.mn·ientos fmcla les (B. Mandelbrnt, "The F'mctal 
Geometn1 of Ncit11,re"1 1977}. 

El propósit.o de este a1rtículo es hacer una present.acióu, con cierto nivel de ge­
ncrnlidad, de una ele las formas clásicas de genera r conjuntos fractales: mediante 
los Si.'ilemas de Punciones It.enulas. La idea es describir un mecanismo para gene­
rar Lales conjuntos, y estaremos principalmente interesados en con.j untos fractales 
dr los planos cartesian0 y complejo. 

No se pretende f0rma lizar todos los resultados a utiliz~11' en el desarrollo; 
para ello, remitimos a.J lector a la bibl iografía. Más bieu, estamos interesados en 
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dejar una idea clara del 8'mbie11te de const rucción de es tos conjuntos, y de los 
proced im ientos iuvolucrados, con la esperainza de estimular la lectura de tóp icos 
m<is avanzados en el terna, que no serán tratados aquí, como por ejemplo la 
conexión con los sistemas dinámicos simbólicos o la dimensión fractal. 

2 Construyendo el Contexto. 

Sea X un conjunto cualquiera, y d una función de X x X en IR que satisfaga 
los siguientes axiomas (axiomas de distancia): 

• Vx, y E X, d(x,y) = d(y,x) (propiedad de simetría) 

• 'Vx,y EX,xi'y=>d(x,y) >0 

• 'Vx E X,d(x,x)=O 

• 'Vx , y , z E X , d(x,y) s; d(x,z) + d(z,y) (propiedad triangular) 

Llamaremos espacio a X 1 m étrica o dis t a ncia en X a Ja función d, puntos 
a los elementos de X , y espacio métrico a.l par (X, d). En estas notas, vamos a 
estar interesados principalmente en espacios métricos clásicos, tales como (C, de) 
donde Ces el conjunto de los números complejos y de la métrica euclídea, definida 
mediante: 

o también (!.lt2 , de). 

Ej ercicio: Mostrar que (C, de ) as í definido es un espacio métrico. 
Ejercicio: Mostra r que (C, dm) es también un espacio métr ico si definimos dm 
mediante: 

Nuestros dos primeros ejercicios nos hacen notar que, sobre un mismo espacio 
X , podemos tener definid as varias métricas. 

Si (X1 1 d1) y (X2,d2) son dos espacios métricos , una función f: Xi~ X2 es 
con t inua s i 

Vx E X., V<> O, 36 >O ' Vy E X., d , (x,y) < Ó => dz(/(x) , f (y)) < <. 
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Una sucesión en X , denotada por {.r,. "EN} (o si111ple111c11te {:r. 11 }) , es 
nwt íu11<"ió11 de N en X. Llamare111os t é rmino e n ésimo ele la sucesión al valor 
r,,. Una subsuccsión {x11J} de {.1:11 } es una sucesión 1al que Vj, n1 < HJ+ I · Una 
s ucesió n d e Cauchy r n (X,d) rs 1111a sucesión tal que VE > O, 3 N : rn , n 2:'.: 

.V => rl(r m. Xn) < f.. 
Diremos que una. sucesión {x,.} en (X , r/) tiene límite .e E X si VE > O, 3N : 

a 2:'.: N => d (.c,1 .x) < E. Diremos en este caso que {r 11 } converge a x1 y denotare­
mos este hecho mediante lim :1:11 = x. 

Para 1111 espacio métrico (X, rl), y 1111 punto r E X , definirnos la bola abierta 
a lred edor de .1: con r adio t: > O ni conjunto 

IJ(:c,,) = {y E X : d(.c,y) < ,¡ 
Una propiedad del lími te de una sucesión es quC' cua lquier bola alrededor de 

t'.-1 contiene a t.odos los términos ele la surcsión. salvo una cantidad finita. 
Al igual que co11 las sucesiones de nl1111cros reales. en cualquier espacio métrico 

toda sucesión convergente es de Caurhy {dejamos co1no ejercicio la demostración)1 

pero no necesa riamente una sucesión ele Cauchy es convergente (pensemos en el 
l'spacio métrico X = (01 1) e IR., d(.r1 y) = lx - yj y la sncesión definida por 
.c11 = ~ ). Esto motiva el concepto de espac io métrico completo: aquel en el 
que toda sucesión ele Cm1chy tiene límite. 

Sea (X , el) un espacio mét rico, y S e .\. Un punto x E X se llama punto 
límite de S s i lrny una sucesión de puntos de S - {:e} cuyo límite es .'.l;¡ o, 
C<¡uivalcntcmcnte, :-;i cualquier bola alrededor de x contiene infinitos puntos de S. 
El conjunto S = SU {x : x es punto lí111 itc de S} se llama la clausura de S. S 
se d ice cerrad o si contiene a todos sus puntos límite, es decir, si S = S. Se d ice 
que S es compacto si toda sucesión {.c11 } en S tiene subsncesióu con límite en 
S . S se lla11ia acotado si 3a E X ,r E R: V.r E S, d(a,:c) < r , lo qnc equivale 
n decir que el conjunto S está contenido en a lguna. bola. S :;e dice tota lmente 
acotado s i para todo f > O, existe 1111 subconj unto fiuit.o M = {111, y21 • •• iYk} 
de Lal que V.e E S , 3y, E M : d(.1;i!1i) < e · sto r<¡nivale a decir que dado e > O, 
S esta incluido en la uuión de 1111 nlimrro finito de bolas ccnt.rndas eu puntos de 
S . Ocurre que si un espacio 111é-trico rs totalm<'nlc acol.<ldO c11to11cf'S es acotado. 
La redproC'a no ('S Cll general cier ta. pero pa.ra ª" o e C'S v;ílida. 

se lla ma abierto !ii V.1· E S.3r > O: B(r.c) e S . P uede dcinostrarse que 
un conj unto es abierto si su complcmC'nto C':" cerrado, y viceversa .. 

Se pued e demostra r que s i (X , d) es rnm¡>lrLO, es cornp;lcLO si y sólo s i es 
rrrraclo y totalmente arol.ado. Como en (R2 . de) arntado equivale a totalmente 
nrotado. se tiene en este <'spario el cl;í.sico trorcma de lfei11.e- IJ01d: S es compacto 
:-1 y -.ólo si es cerrado y acotado. 
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3 E l espacio de los Fractales 

Consideremos un espacio métrico completo (X,d) (notar que (C1 de) lo es). 
Denotaremos por 7-l(X) a la familia de subconjuntos de X que sean compactos y 
distintos del vacío. Es decir, 

11.(X) = {Be X : Bes compacto, B i- 0). 

Por ejemplo, en (C, de) , el disco lzl ::.::; 1 es un elemento de 7-l(C) 
Ahora nuestro objetivo es definir una métrica para este nuevo conjunto. Para 

esto, vamos a empezar defin iendo una distancia entre un punto x E X y un punto 
B E 11. (X) como sigue: 

d(x,B) = Mín{d(x,y): y E B}, 

es decir , d(x , B) es Ja menor de las distancias desde x hasta los puntos de X que 
pertenezcan a B. ¿Cómo sabemos que existe ese mínimo? Alguien más cauteloso 
estaría tentado de poner "ínfimo)) en lugar de "mínimo11 • Pero, en base a la 
compacidad de B y a la continuidad de d, puede demostrarse que ese ínfimo se 
alcanza en B , lo que justifica la usobrecarga" de la letra d: d(x,B) = d(x,y) 
para algún y E B. Véase la figura l.a. a modo de ejemplo en el espacio métrico 
(<C,d,). 

Ahora es tamos en condiciones de definir una cuasidistancia para 1í(X), me~ 
<liante: 

d(A , B) = Máx{d(.",B): :e E A} \fA , B E 11.(X). 

De nuevo hemos usado d. porque se demuestra qne d(A , B) = d(a, b) para 
algún a E A y algún b E B. 

B o 
d(x. B) d(C,8) 

Figura 1.a. Figura 1.b. 

Esta cuasid istancia t iene la siguiente propiedad: 



Prnct;1/(':-; C:ro111étricos 

YA, 13.C E tl (X) , tl(A U /J.C) = M,L, {d(.-1 ,C), d(/J,C) ) . 

Ejercic io: Probar la propiedad illltC'rior. 
¡,Por qu<' i.cuasi11 '! Porque 110 n1111plf' con el axioma de simetría, como puede 

vcrsf.' cu el ejemplo de la figura l .b. Sin f'mlrnrgo. sirve para defini r una métrica 
h cu 1l(X ) mediante 

h(A. /J) = M<ix{rl(A. 13 ),d( /J . A)} YA, 13 E 1-l(X), 

r('suhando (1í(X) , h) m1 r·s¡mtio métrico completo: Ji ~e llama m é t rica de H a us­
dorff. 

EsLa rnéLrica t.icnc la propiedad de que 

Y/J.C, D, E E 1-l(X) , h(/3 u C, D u E):::; ~láx {h(B , D) ,h(C, E) } 

(dejamos como ejercicio su demostración). 
El hecho de que (1í(X), h) sea completo es de relevancia cu nuestra búsqueda 

clr rnnjuntos fract.alcs. 
Un ejemplo de sucesión { IJ11 } en 1í(C) es la dada por /J11 = {z E C : lzl S: 

L + ~}. s deci r, la famil ia de d iscos con centro en el origen y rad io l + ~· 
'onforme crece n, IJ11 se parece cada vez más al disco A = {z E C : lzl =:;: 1 L 

clr modo qur, int.u it ivamcntc, vemos que éste es el límit e de la sucesión. Se deja 
l 'Omo ejercicio probar que la succ~i611 {811 } es de Cauchy, que A = lim 8 ,1 y que 
A ti<'nC la propiedad de que todos sus puntos son el límite de a lguna sucesión 

{.r,1 E B,.)ueff· 
En general vn le que si {D11 } es una sucesión de Cauchy en 1í(X) y A es su 

li111itc. entonces A se puede caracterizar como siguf': 

.A = {.e E X· rx iste una sucesión dcCnuchy {.r" E /J,,}nEN : li111 x 11 = x) 

4 T ra nsformaciones en espacios métricos . 

Si (.X . d) es uu espacio rnr trico, llamaremos una tran sformació n e n X a 
n1alq111er funció11 de X en X . Si S es un subco11j11ni.o d e X , d('signar('mos por 
/1 ) al transformado de S bajo/, es decir. /(S) = {f(x) ; "' E S). Si fes 
111rn lr«nsformación en (X,<l), definimos las iterac iones hac ia a de la nte de f 
a la ..... transformaciones ¡ 1111 : X .......¡. )\° determinadas por: ¡ !01(:r} = x, ¡Pl(.J:) = 
f(.r). f ri.,-IJ(r) = J o ¡ l11l(x}. n EN. Si fes biye<·tiva (y por tanto invcrsibl<'), 
ddiuimo~ Ja.., iteraciones hacia atrás de fa las transformacionrs ¡ l-111: X .......¡. X 
dot<nninadas por; ¡ 1-'i(:r) = ¡-1(.r), ¡1-nl(.r) = (Ji"I) 1 (.1:), 11 E1\1. 

l09 
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Tra nsform a ciones co ntractivas 

Se d ice que f : X -+ .'.\: es una t r a ns formac ió n contractiva , o contracción, 
si existe una constante s, no negat iva y menor que 11 ta l que: 

Vx ,y E X,d(J (x ),f(y)) :S sd(x , y) 

Una tal constantes se lla ma factor de contractividad. 

Ejercicio: Mostrar que si s es un factor de cont ract ividad de f , y 1 > s' > s, 
entonces s' es también un factor de contract ividad. 

Vamos a recordar un teorema clásico del Análisis , el Teorema de l Punto 
Fijo de Banach, que va a ser clave en nuestro desarrollo, y que enuncia: 

Sea f: X-+ X una contracción en el espacio m étrico completo (X,d ). En­
tonces: 

• f tiene un único punto fijo x ¡ E X . 

• Vx E X , lim/l"i (x) = x ¡ . 

Un resultado conocido es que cua lquier fun ción contract iva en un espac io 
métrico es cont inua (queda como ejercicio esta demost ración)1 y por lo tanto 
transforma conjuntos compactos en conjuntos compactos . Es decir, dada una 
transformación f contract iva en X , con factor de contracti vidad s y con punto 
fi jo x¡ , se induce una transformación f: 1-1.(X) -¡. 1l(X), defi nda por J (B) = 
{f(x ): x E B} VE E 11'. (X ), que tamb ién resul ta cont.ract.iva en el espacio métrico 
(1-1.(X) , h), con el mismo facto r de contractividad s, y cuyo pu nto fij o es {x¡ }. 

Ahora , suponga mos que en (X, d) tenemos defi nidas dos transformaciones 
contract ivas W¡ y w2, con factores ele contracti vidad s 1 y s2 respectivamente. 
Defi namos una nueva t ransfo rmación W: 1l(X) -¡. 1l(X) media nte: 

W (8) = w 1 (8) U w2 (1J) V8 E tl. (X ) 

Vamos a demostrar q ue W es una cont racción en 1l (X ), con factor de contracti ~ 

viciad s = 11á x{ .i; 1,s2 } . 

Sea n B , CE 1l (X ). Tunemos 

h (W(B), I J°(C)) = h (w1 (8 ) U w2 (8 ), w, (C) Uw2 (C)) 

$ Max {h (w, (8 ), '" ' (C)), h(w2 (8 ), w2 (C)) 

$ :- Jax {.• 1h( D,C), s2 h(D,C) } $ Má.x( s , , s2 )1•(B, C) = s h(B ,C). 

Un a rgumento ind uctivo nos permite hacer una gencrnlización, como veremos en 
la siguiente sección. 
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5 istcmas de funciones Ite radas 

L' 11 s istema d e funciones iteradas (C'u adr lnntc SFI) es nn espacio mét rico 
n 1111pleto (.\' , d) junto COIL 11 11 couj unto fin ito dC' transformaciones contracti vas 
11•1. 1112, .... WN en X 1 con factorc!\ de cont.nu.:I ividacl .'11 . s2,. , SN respectiva· 
111r 11tc. Definimos el factor d e contractividad d e l SFI como el máximo de los 
facLorcs ele cont.rnct.ividad ele i<Lo; contracciones del sistema. Usaremos la notación 
{X ; w1, u11 .. .. , w,v } para denotar un SFI. 

Dado 1111 SFI {X; w1, w2 1 ••• i w,v}, definimos W : 1l(X) -t 1l(X) mediante: 

W (ll) = u;~~"w.,(ll) 'lll E 1/(X ) 

qnC' rC's111la una t ransformación cont racl iva <:'11 el espacio métrico completo (1í{X) , 
h ). t:Oll factor de contractividad .<; = tvl;ix{s,1 : n = I ... N}. Por lo tanto, lieue 
1111 1'111ico punto fijo que lla.m;u c111os el atractor A del SFI. que sat.isfacc: 

A = W(A) = u~=I w,,(.-1 ) 

y <;arnclcrizado por: 

A = li111 w l" l(B) , cua lquie ra sea ll E 'lt(X). 

Veamos Jo que cst.o nos dice: dado 111 1 SFI {X¡ w ¡ , w2, ... , WN } 1 

1. T ómese cualquier suhconjunt.o compact.o no vacío B de X (por ejemplo un 
s imple conjunto unitario). 

2. Obténgase w1(B),w2 (JJ) 1 ••• ,wN(B ). 

J . Establézcase la 1111ió11 de los tra11sfon11ados u:;~ 1 w,,(ll) . 

~1. Lhim~e B a l co11j1111t.o as í obt.cnido, para volver al pa.so 2. 

Tenemos así establecido 1111 a lgori Lmo para rnmput ;\r en 1111a cantidad finita 
cil' pasos una aprox i111a.ción de l a t.raelor del S P I, cuya existencia. e:;tA asegurada 
pnr d tcor('ma del punto fijo. 

;.Qm; carac.:t('rÍstints tie ne d <ltraclor de un F I? i. Será s iempre una figura 
dl' g:nrn ("Omplcjirtacl g:ro111ét.rica'! \l('l'cmos que no nffc.'lar iamcntc. El a t ractor 
p1i.' dc r('!.ultnr tan siwp\C' corno un rnnjuut.o 1111i1ario (por ejemplo el caso de un 
s is rt•ma ron unn sola. l.rnns íor111ac ió11 contraC"t iva), un tri;i11g:11 lo o un cuadrado, 
n11110 \'C'rcmo~ en los cjC'n1plos1 más adC'lantC'. 1 aLUralmcnlf' C'st.c t.ipo de sistemas, 
trivial<.':' diriamo~, 110 rcvisLC'n gratt inlt'r<~s. 
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El hecho de que A = 111(A) = u:;'=1w,,(A) , es dccir1 la invariancia de A bajo 
IV 1 es de gra n uti lidad para corroborar si un conju111.o es, o 110, el atraclor de un 
Sfl dado, como veremos post.criormcntc. 

Algunos s is t em as d e funciones iteradas en e l plano 

Ahora nos vamos a interesar en ciertos sistemas de funciones iteradas en el plano. 
Para eso, necesitamos manejar transformaciones contractivas en él. Hay una gran 
variedad de tales transformaciones, pero aquí vamos a dedicarnos a un particular 
tipo de ellas, a saber, las transformaciones afines contract ivas. 

Una transformación afín en el pla no es una función w: !!i:2 ~ IR:2 definida por: 

w(.c, y) = (aL+ by+e,cx+dy+f) = ( :· ~) ( ~) + (; ) , con a, b,c, d, e, / E IR. 

Si llamamos (r-1, 01) a las coordenadas polares del punto del plano cuyas coor­
denadas rectangulares son (a ,c), y (r 2, 02 +~) a las correspond ientes a l punto 
(b, d), ocurrirá que 

Para visualizar la forma en que actúa cs l.a trnnsformación sin traslación (es decir1 

e= O=/). notemos que el cuadrado unidad (con dos de sus lados sobre los ejes) 
se transforma rá en un paralelogramo, de acuerdo a la siguiente figura: 

'R-"--~--,.JL---/'.-=-Á-~~---8~u~e~~~ eje x) =9, + ~ 
.... Lon911ud = r 1 

Angulo (1esp eje x) =:::ti, 

Algunos tipos especia les de transformacio nes afines 

En cada caso se mue'!;tra la particular forma de la matriz y el efecto típico que 
produce. 

1) TraslaC"ionrs: 
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w(x,y) = ( ~ n ( ~) + ( ;) 'k, ~ 'lt 
~p_, 

Si trabajamos en el espacio métrico C en lugar de !.lt.2 
1 la t ransformación 

toma la sencilla forma: w(z) = z +(e,/) 

2) - Reflexiones respecto al eje horizontal: 

Para el caso complejo: w(z) = Z. 

- Reflex iones respecto a l eje vert ical: 

Para el caso complejo: w(z) = -Z 

- Reflexiones respecto al origen de coordenadas: 

Para el caso complejo: w(z) = -;;:. 

3) Rotaciom.•s nlrcdedor del origrn: 

( ºº'º - ""'º ) ( , ) w(r.y)= S(llO ro/jO y 

Para ol caso complejo: w(z) = k z con k E C. \k\ = 1 y arg(k) = O. 
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'1) Expans iones y contracciones a l origen: w(x, y ) = ( ~ ~ ) ( ~ ) 

Sir > L 
y 11:~~;_,... 

' ~ 

0 X Q X 

S i r < 1: YI L _,s¿, .ll:. 

_.6.__ 
0 X 0 X 

Para el caso complejo: w(z) = r z, coB r E IR . 

5) Similit udes: Composición de las anteriores. 

( 
r cos (} 

w(x, y ) = r sen () 

( ,. cos 8 
w(x, y ) = r sen O 

_,. sen e ) ( x ) + ( e ) 
r eos() y f 

,. sen B ) ( "' ) + ( e ) 
- r cose v J 

Para el caso complejo: w(z ) = az + b, con a,b E IC1 que produce una 
rotación dada por O= arg(a ), una expansión o contracción dada por lal, y 
una traslación dada por b. 

A lgunos ej emplos ilustra t ivos 

Ahora mostramos a lgunos sistemas de funciones iteradas f!R2 ; w 1, w2 1 •• , WN } y 
sus rcspecti"os at.ractores. En todos los casos, las transformaciones w 1 son afi nes . 

• E L Tlll ÁNGULO DE S!ERPINSl<J : 

Transf. a b e rl e f 
1 .5 o o .5 o o 
2 .5 o o .5 .5 o 
3 .5 o o .5 o .5 

Notemos que w 1 es una co11t racció11 pura con 1· = ! ; wi es otra contracción 
(1· = 4), pero con l.ra..<;Jación de med ia un idad haci~ la derecha ; y w3 es otra 
contr~cción (de nuevo, r = ! ) con traslación de media unidad hacia arriba. 
Ve~imoslas en acción sobre ei cuad rado uni ta rio: 
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Podemos caer en cuenta de q1w rnda una 1>roducc una ropia del cuadrado, 
contraída y, C'll el t·11so de W:z y w;i , 1 n:L-;ladada a dcrC'Cha y hllcia arriba res· 
pN"t ivam C'ntc. A hora, s i o bscrvn111os d a tractor. \'í'lllOS 1111:-L :-; it. uacióu simi· 
lar: la figura grande puede vcrsc rnmo compue.ta por ircs figuras idénticas 
a sí misma, pcro mfui pcquc1ia.s, exactamente la mitad ele pcq ncüas, lo que 
ticm.' mucho cp1c ver con los facto res r asociados a cada una de las l r<.tllS· 

íor111acioncs. Es to 110 tir11e que sorprendernos: ya que A = U:11w; (A) y las 
tran~íonnacioucs son s imilit11dcs, es plausibl c1 hecho ele q nc e l at.ractor 
esté compuesto por copias m;Ls pcquciuc, ele sí mismo, una copiFL por cada 
transformación de las q11r componen el sistema. El tamaiio y la posición 
ele cada copia c:;<t,itu clct.crminados por la transformaci611 que le corrcspon· 
de. Basándonos C' ll esto, podemos postular una rC'Spucst.a ¡~fi.rmat.iva para 
la pregunta: S1 lml.n:ésem.os vi.'ilo In figuro rorrrspondiente n.l atmct01·, vem 
·"rn ronocer los roefi(·úm/.es de La.., trt_rns/onm1cro11es, ¿¡>mfríamos habe1· ,[e. 

duc1do ruán las l.mm fonrwcionrs están eri ;urgo. y ruálcs 80n lo.<; valores de 
sus coefic1ente.'1 ?. 

Mfu. arriba dijimos qt L<' {'Sl(• atrartor 1>11('tlr \'l"T'S(' ('OltlO rn111p1wsto por 
tr('S copias idénticas de s í 1nismo. prro ele In mitad de !ill t.1unrli10. Sin em­
bargo. ron un poro dt• a.tendón, potlf'm~ rC'parar qur podríamos haberlo 
consiclí'rado 1a111bié11 1'01110 co111pnt'slo por uurvc copias 11if1s pcq 11eüa.-;1 to­
d~ ellas de tammio igua l 11 1111 cuarto dr l tammio del a t.rar tor. Pod ríamos 
haberlo visto ta111bi(·11 como cinco rnpia..-;: dos el<' la 111it.1ul del l.nmnño y 
tre. dr la t·uarta pari r (;, pucdr cl lcdor vt'rlo?). Incluso, podríamos iden· 
lificar 27, 1, ct e. , 1·opi1l!:i nHÍS PL'<lllC'Úns (a clistint<i <·sc;tla). En r<•alidad, 
~tamos C'n 1wcs<•11c·ia de una rarnrtnística fundamrnhl l dr todo fracta l, la 
autos1m1lantla<l bajo 111ag1ufiraruín: si amplificáramo:-; ('\11\lqu ier S('tlor del 
alrattor, \'t' r Íarnos l' ll l·I s iL'mpn• rnpia:s más Jl('c1u<' i1<L" del mis mo. •sto es 
mrn t'Oll:-.N"11r11ria dC'I prncC'so itl'nnivo infirmo. 

Con~idcrrmos, c11t.011c-cs, pan: ia\111C'11tt• la pregunta de 111As arriba: Co11 
~lo vC'r C'I at rnclm, ;,p Ocll' tnos saht•r t·11;i.nla." tran:-.fon1 111cio11c.·s csL:'l tL c n j uc· 
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go? Como dijimos, Ja respuesta es sí. Pero personas diferentes pod rían 
contes tar números difercnt.cs: 3, G, 91 etc., dependiendo de cómo hayan 
podido percibir las copias mAs pcquofias q ue. juntas, forman el atractor. 
El rasgo común es, en todos los casos, q ue habrán podido reconocer un a. 
cantidad fini ta de tales copia::; que1 un idas, forman el a tractor completo. Y, 
u na vez identifi cadas las mismas, establecer los coefi cientes es una cuest ión 
de cálculo a lgebra ico. 

Con la intención de que el lector palpe es tas ideas, presentamos la fig ura 
sigu iente, que muestra , para el triáugulo ele Sierpiuski , el proceso de las 7 
primeras iterac iones de VV, partiendo de un conjunto B consistente en un 
círculo (pod ría haber s ido cualqu ier compacto no vacío d el plano1 en virtud 
del teorema del punto fi jo) : 

Otb ~~ 
B w "'!B) w '"(B) w '"!B) 

• UN ÁRBOL FRACTAL: 

Transf. a b e d e f 
1 o o o .5 o o 
2 .42 -.42 .42 .42 o .2 

3 A2 .42 - .42 A2 o .2 
4 .1 o o . 1 o .2 

Ana li cemos la re lación entre li-i figura del alractor y las transforrnacioncs 
involncradas , viendo pr irncro la forma en que las mis mas act1ían sobre un 
cuadrado. A cont inuación , di b 11ja111os el cuad rado y, debajo del mis1no, 
los respectivos transformados; para t.cner 11 11a referencia de las t.raslac iones, 
h<'mos reprc>Sentaclo, en cada («·1so1 la pos ición del orig<'n de coord nad;L'I co11 

una cruz. A la dcr ha, npmcccn los cuat ro trans forrnados su¡><'rpucstos en 
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1111 111i~1110 gnífico; 11dviér t.a .... c la analo¡!;Íil dr t rama gruesa e111.re cst.a figura 
y la de l atractor. 

D <5 r,1·· 0 ~ 
j vv 

' ' ' 

W¡ es bast.ant.e deformante: t ransforma al cuadrado en un scgmenbo. 

W2 es una similit.uc.I que cont.rne a l 60% aproxiruadamcnt.e1 produce 
uua rotación hora.ria. de t\5° y desplazamiento hacia a rriba de 0.2. 

w3 es similar a 'W".! 1 salvo que la ro tación es ant.ihoraria. 

w 1 es una contracción a l 10% y tra'ilación hacia a rriba de 0.2. 

No nos sorprende entonce:-; q ue el at.ractor eslá compuesto por cua tro copias 
de si mis mo, nu\$ peq11eilas, cou las c<tracler islicas que imprime cada una 
ele las trans fornrnciouci; act.ua nt.es (!Cl tallo d 1 .Á.rbol es 11ua ucopia11 del 
atractor entero!, y las otras copias son 1mis evidentes) . 

• U:'ll HELECHO: 

Transf. a b e d e f 
1 o o o .16 o o 
2 .85 .0•1 -.0•1 .85 o 1.6 
;¡ .2 - .26 .23 .22 o 1.6 
·l -. 15 .28 .26 .2-1 o .'l•I 

Dejamos al lector la dct.ccción de la:; copin:; más prquetia .. -; que componen el 
atrnctor. y su relación con las transformaciones iuvolnC'l'adas. En relación 
a l.'SlO. ¡>uecle confundir el hecho de que. al observar la illlag:eu del a l;ractor 1 

uno ve mucha.s copias pcqucüns del mismo {lo ctml proviene del carácter 
fractal de In figurn)i prro insistimos: la rnnsigna es encont ra r 1111a cant.idad 
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finita de ta les copias (cuaLro en este caso), cuya unión produzca el aLructor 
comple to. 

A t ítulo ilustrativo1 a continuación mostramos a lgunas de las primeras ite­
raciones de liV , tomando como conj unto in icial B un particular conjunto 
compacto no vacío: la palabra 11CUBO", compuesta por una cantidad fini­
ta de segmentos (cerrados) y un círculo. 

[l__IB O CUBO CUBO cuso 

B 

~~!\ (\\ 
w1'rs1 w"'rs¡ 

~ o 
<> ' t> 

w'''rs¡ 

' ' ' w"º(BJ w "[BJ w'ºfs¡ ATRACTOR 

• U N AT llACTo n NO FH ACTAL: 

Thansf. /1 d J 
- 0.5 - 0.267l 0.9361 - 0.5 l.l799 - 0.0495 
- 0.5 0.2671 - 0.9361 - 0.5 0.678 J.l099 

Veamos a lgunas de las primera:; it.crncioncs de W comenza ndo en un con­
junto compacto 110 vacío cua lquicra1 y la figurn que rcsulL"l como a tractor: 
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~ Jt ~ I ~ dlc=, . 
! _ 9_¡ 

vi !J 

B wl1l(B) w121(BJ w 131ra1 

.dL "' .. 
W 141(B) Wi7~B) ATRACTOR 

Notemos que efeotivameAbe el triángulo obtenido como atrachor es i1warian­
tc bajo l•V, como 10 1m1estra la siguiente figura: 

Observemos que W(A) = w1(A) U iu,(A) =A. 

El 1>robl ma genera l de coustruir un s istema de íunciones iteradru:; cuyo 
ai.racwr se conoce a priori , es motivo de intensas investigacionc~ actuales. 

119 
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Agradecemos a l Dr. Thomas N. Hibbard y a los señores árbit ros la rev isión 
de es t:e a rt ículo. 

Referencias 

[l] Barnsley, M. , Pmclals everywhere. Academic Press. 1988. 

[2] Alligood, K ., Sauer 1 T. and Yorke 1 J ., Cli aos · An Int.rod1tctio11 to 
Dynamical Sistem.s. S¡E>ringer. rn~rn. 

[3] de Guzman 1 M. 1 Ma-rtfn M.A., Morán M. & Reyes M. , Esfructurns 

Fractales y sus Aplicaciones. E<!litoria! Labor S.A. 1993. 


