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1 Introduccién

Cada vez con més frecuencia, los disenos fractales se involucran en lo cotidiano
de nuestra sociedad. Un gran niimero de personas reconoce una figura fractal y
relaciona de manera natural a los fractales con la geométria de ciertos conjuntos
de gran complejidad que tienen la propiedad de que cualquier fragmentos de ellos
tiene gran semejanza con partes mas amplias del conjunto total. Esto es asf, dado
que esta propiedad resume de algin modo la esencia de los conjuntos fractales.

En los medios profesionales, es notable la creciente demanda de informacién,
sobre este topico en general y de sus aplicaciones a miltiples disciplinas.

Como disciplina matemdtica, ain cuando tiene sus primeros antecedentes
hacia fines del siglo XIX, ha recibido un espectacular impulso en estos tltimos
25 anos, seguramente con el descubrimiento de insospechadas aplicaciones en
diversos campos. Las formas de la naturaleza son fractales y mailtiples procesos
de la misma se rigen por comportamientos fractales (B. Mandelbrot, “The Fractal
Geometry of Natwre”, 1977).

El propésito de este articulo es hacer una presentacion, con cierto nivel de ge-
neralidad, de una de las formas clasicas de generar conjuntos fractales: mediante
los Sistemas de Funciones Iteradas. La idea es describir un meca:
rar tales conjuntos, y estaremos prin
de los planos cartesiano y complejo.

No se pretende formalizar todos los resultados a utilizar en el desarrollo;
para ello, remitimos al lector a la bibliografia. Mds bien, estamos interesados en

S0 para gene-
palmente interesados en conjuntos fractales
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w una idea clara del ambiente de construccién de estos conjuntos, y de los
procedimientos involucrados, con la esperanza de estimular la lectura de tépicos
mds avanzados en el tema, que no serdn tratados aqui, como por ejemplo la
conexién con los sistemas dindmicos simbélicos o la dimensién fractal.

2 Construyendo el Contexto.

Sea X un conjunto cualquiera, y d una funcién de X x X en R que satisfaga
los siguientes axiomas (aziomas de distancia):

e Vz,y € X, d(z,y) = d(y,«) (propiedad de simetria)

e Vz,y €X, z#y=dzy) >0

e Vz € X, d(z,z) =0

o Vaz,y, z € X, d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) (propiedad triangular)

Llamaremos espacio a X, métrica o distancia en X a la funcién d, puntos
a los elementos de X, y espacio métrico al par (X,d). En estas notas, vamos a
estar interesados principalmente en espacios métricos clésicos, tales como (C, d,)

donde C es el conjunto de los niimeros complejos y de la métrica euclidea, definida
mediante:

de(21,22) = V(@1 = 22)2 + (1 —92)? para z1 = (z1,31), 22= (22,2),
o también (B2, d,).

Ejercicio: Mostrar que (C,d,) asi definido es un espacio métrico.
Ejercicio: Mostrar que (C,dy,) es también un espacio métrico si definimos dr,
mediante:

dm(21,22) = @y = 2| + [y1 — 2| para z = (31,31), 22 = (22,92)

Nuestros dos primeros eje 0s nos hacen notar que, sobre un mismo espacio
X, podemos tener definidas varias métricas.

Si (X, dy) y (Xs,da) son dos espacios métricos, una funcién f: X3 — Xj es
continua si

Yz e X, Ve>0,36>0:Vye Xy, di(w,y) <d=da(f(z), fly) <e.
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Una sucesion en X, denotada por {x, : n € N} (o simplemente {z,}), es
una funcion de N en X. Llamaremos término enésimo de la sucesion al valor
ry. Una subsucesion {2, } de {z,} es una sucesion tal que Vj,n; < njy1. Una
sucesién de Cauchy en (X,d) es una sucesion tal que Ve > 0, 3N : m,n >
N = d(Tm ) < €.

Diremos que una sucesion {z, } en (X,d) tiene limite v € X si Ve > 0,3N :
n > N = d(z,,x) < e. Diremos en este caso que {x,} converge a z, y denotare-
mos este hecho mediante limz,, = z.

Para un espacio métrico (X,d), y un punto = € X, definimos la bola abierta
alrededor de z con radio ¢ > 0 al conjunto

B(z,€) = {y € X :d(z,y) < ¢€}.

Una propiedad del limite de una sucesion es que cualquicr bola alrededor de
¢l contiene a todos los términos de la sucesion, salvo una cantidad finita.

Al igual que con las sucesiones de niimeros reales, en cualquier espacio métrico
toda sucesion convergente es de Cauchy (dejamos como ejercicio la demostracion),
pero no necesariamente una sucesion de Cauchy es convergente (pensemos en el
espacio métrico X = (0,1) C R, d(z,y) = |z — y| y la su 6n definida por
Tn.= %). Esto motiva el concepto de espacio métrico completo: aquel en el
que toda sucesiéon de Cauchy tiene limite.

Sea (X,d) un espacio métrico, y S € X. Un punto z € X se llama punto
limite de S si hay una sucesion de puntos de S — {z} cuyo limite es z; o,
equivalentemente, si cualquier bola alrededor de x contiene infinitos puntos de S.
El conjunto S = S U {a es punto limite de S} se llama la clausura de S. S

se dice cerrado si contiene a todos sus puntos limite, es decir, si § = 5. Se dice

que S es compacto si toda sucesion {z, } en S tiene subsucesion con limite en
S. S se llama acotado si Ja € X,r € R : Vr € S.d(a,z) < r, lo que equivale
a decir que el conjunto S estd contenido en alguna bola. S se dice totalmente
acotado si para todo € > 0, existe un subconjunto finito M = {y;,y2,... ,yx}
de S tal que Vo € S, Jy; € M : d(x, ;) < e. Esto equivale a decir que dado € > 0,
S esta incluido en la unién de un nimero finito de bolas centradas en puntos de
S. Ocurre que si un espacio métrico es totalmente acotado entonces es acotado.
La reciproca no es en general cierta, pero para B" o C es vilida.

S se llama abierto si Vo € S,3¢ > 0 : B(xr.¢) C S. Puede demostrarse que
un conjunto es abierto si su complemento es cerrado, y viceversa.

Se puede demostrar que si (X, d) es completo, S es compacto si y sélo si es
cerrado y totalmente acotado. Como en (B%,d,) acotado equivale a totalmente
acotado, se tiene en este espacio el cldsico teorema de Heine-Borel: S es compacto
si y solo si S es cerrado y acotado.
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3 El espacio de los Fractales

Consideremos un espacio métrico completo (X,d) (notar que (C,d.) lo es).
Denotaremos por H(X) a la familia de subconjuntos de X que sean compactos y
distintos del vacio. Es decir,

H(X) = {B C X : B es compacto, B # 0}.

Por ejemplo, en (C,d. ), el disco |z| < 1 es un elemento de #(C)

Ahora nuestro objetivo es definir una métrica para este nuevo conjunto. Para
esto, vamos a empezar definiendo una distancia entre un punto z € X y un punto
B € #H(X) como sigue:

d(z, B) = Min{d(z,y) : y € B},

es decir, d(z, B) es la menor de las distancias desde z hasta los puntos de X que
pertenezcan a B. ;Cémo sabemos que existe ese minimo? Alguien més cauteloso
estarfa tentado de poner “infimo” en lugar de “minimo”. Pero, en base a la
compacidad de B y a la continuidad de d, puede demostrarse que ese infimo se
alcanza en B, lo que justifica la “sobrecarga” de la letra d: d(z,B) = d(=,y)
para algin y € B. Véase la figura I.a. a modo de ejemplo en el espacio métrico
(C, de)-

Ahora estamos en condiciones de definir una cuasidistancia para H(X), me-

diante:

d(A, B) = Méx{d(z, B) 15 € A} VA B e H(X).

De nuevo hemos usado d porque se demuestra que d(A, B) = d(a,b) para
algtin a € A y algin b € B.

d(B.C)
i i (G3
B ®
X e
€3 :
d(xB) d(C.B)
Figura 1.a Figura 1.b.

Esta cuasidistancia tiene la siguiente propiedad:
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VA, B,C € H(X), d(AU B.C) = Max {d(A, C),d(B, C)} .

Bjercicio: Probar la propiedad anterior.

;Por qué “cuasi’? Porque no cumple con el axioma de simetria, como puede
verse en el ejemplo de la figura 1.h. Sin embargo, sirve para definir una métrica
h en H(X) mediante

h(A, B) = Méx{d(A, B).d(B,A)}  VA,B € H(X),

resultando (H(X), h) un espacio métrico completo: h se llama métrica de Haus-
dorff.

Esta métrica tiene la propiedad de que

VB,C,D,E € H(X), h(BUC,DU E) < Max {h(B, D), h(C, E)}

(dejamos como ejercicio su demostracion).

El hecho de que (H(X), k) sea completo es de relevancia en nuestra bisqueda
de conjuntos fractales.

Un ejemplo de sucesion {B,} en H(C) es la dada por B, = {z € C: |z| <
L. %) es decir, la familia de discos con centro en el origen y radio 1 + 'll
Conforme crece n, B, se parece cada vez mas al disco A = {z € C: |2| < 1},
de modo que, intuitivamente, vemos que éste es el limite de la sucesién. Se deja
como ejercicio probar que la sucesion { By} es de Cauchy, que A = lim B,, y que
A tiene la propiedad de que todos sus puntos son el limite de alguna sucesion
TExiT

En general vale que si {B,} es una sucesién de Cauchy en H(X) y A es su
limite, entonces A se puede caracterizar como sigue:

A = {z € X : existe unasucesiénde Cauchy {z, € By }nen : limz, = z}

4 Transformaciones en espacios métricos.

Si (X.d) es un espacio métrico, llamaremos una transformacién en X a
cualquier funcién de X en X. Si S es un subconjunto de X, designaremos por
f(S) al transformado de S bajo f, es decir, f(S) = {f(z) : z € S}. Si f es
una transformacion en (X, d), definimos las iteraciones hacia adelante de f
a las transformaciones f["] : X - X determinadas por: f%(z) = z, (=) =
flr). fn(z) = fo fiRl(z), n € N. Si f es biyectiva (y por tanto inversible),
definimos las iteraciones hacia atrds de f a las transformaciones f-7 : X — X
determinadas por: f(-1(z) = f~1(2), fI-"(z) = (™) = (z), n €N,
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Transformaciones contractivas

Se dice que f : X — X es una transformacién contractiva, o contraccion,
si existe una constante s, no negativa y menor que 1, tal que:

Yo,y € X, d(f(2), f(y) < sd(z,y)

Una tal constante s se llama factor de contractividad.

Ejercicio: Mostrar que si s es un factor de contractividad de f, y 1 > s’ > s,
entonces s’ es también un factor de contractividad.

Vamos a recordar un teorema cldsico del Andlisis, el Teorema del Punto
Fijo de Banach, que va a ser clave en nuestro desarrollo, y que enuncia:

Sea f : X = X una contraccion en el espacio métrico completo (X,d). En-
tonces:

e f tiene un unico punto fijo vy € X.
o Vz € X, lim fI(z) = z;.

Un resultado conocido es que cualquier funcién contractiva en un espacio
métrico es continua (queda como ejercicio esta demostracién), y por lo tanto
transforma conjuntos compactos en conjuntos compactos. Es decir, dada una
transformacién f contractiva en X, con factor de contractividad s y con punto
fijo s, se induce una transformacién f : H(X) — H(X), definda por f(B) =
{f(z) : « € B} VB € H(X), que también resulta contractiva en el espacio métrico
(H(X), h), con el mismo factor de contractividad s, y cuyo punto fijo es {z}.

Ahora, supongamos que en (X,d) tenemos definidas dos transformaciones
contractivas w; y wy, con factores de contractividad s; y s» respectivamente.
Definamos una nueva transformacién W : #(X) — H(X) mediante:

W(B) = w (B) U wsy(B) VB € H(X)

scién en H(X), con factor de contracti-

Vamos a demostrar que W es una contr:
vidad s = Max{s;,s2}.
Sean B, C € H(X). Tenemos
R(W(B), W(C)) = h (w(B) Uws(B), w1(C) Uws(C))
< Méx {h(w; (B), w1(C)), h(ws(B), ws(C)}
< Max {s,h(B, C), s3h(B, C)} < Max{sy,5:}h(B,C) = s h(B,C).

Un argumento inductivo nos permite hacer una generalizacién, como veremos en

la siguiente seccion.
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5 Sistemas de funciones Iteradas

U'n sistema de funciones iteradas (en adelante SFI) es un espacio métrico
completo (X,d) junto con un conjunto finito de transformaciones contractivas

wy.w, ... ,wy en X, con factores de contractividad sy.s,...,sy respectiva-
mente. Definimos el factor de contractividad del SFI como el méximo de los
factores de contractividad de las contracciones del sistema. Usaremos la notacion
{X;wy,wy,... ,wy} para denotar un SFL.
Dado un SFI {X;wy,wy,... ,wy}, definimos W : H(X) — H(X) mediante:
W(B) = UY_qwa(B) VB € H(X)

que resulta una transformacion contractiva en el espacio métrico completo (H(X),
), con factor de contractividad s = Max{s, : n = 1... N}. Por lo tanto, tiene
un tnico punto fijo que llamaremos el atractor A del SFI. que satisface:

A= WA= U;’,\':lu',.(A)
y caracterizado por:
A= limW(B), cualquierasea B € H(X).

Veamos lo que esto nos dice: dado un SFI {X;wy, wy,... ,w
1 1, W2 sWN s

. Témese cualquier subconjunto compacto no vacio B de X (por ejemplo un
simple conjunto unitario).

2. Obténgase w(B),ws(B),... ,wx(B).

3. Establézcase la union de los transformados U;?illl',,(l}).

. Lldmese B al conjunto asi obtenido, para volver al paso 2.

Tenemos asi establecido un algoritmo para computar en una cantidad finita
de pasos una aproximacion del atractor del SFI, cuya existencia estd asegurada
por el teorema del punto fijo.

;. Qué caracteristicas tiene el atractor de un SFI? ; Serd siempre una figura
de gran complejidad geométrica? Veremos que no necesariamente. El atractor
puede resultar tan simple como un conjunto unitario (por ejemplo el caso de un
sistema con una sola transformacién contractiva), un triangulo o un cuadrado,

como veremos en los ejemplos, mis adelante. Naturalmente este tipo de sistemas,

triviales diriamos, no revisten gran inter

Yy | oo
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El hecho de que A = W (A) = UY \wn(A), es decir, la invariancia de A bajo
W, es de gran utilidad para corroborar si un conjunto es, o no, el atractor de un
SFI dado, como veremos posteriormente.

Algunos sistemas de funciones iteradas en el plano

Ahora nos vamos a interesar en ciertos sistemas de funciones iteradas en el plano.
Para eso, necesitamos manejar transformaciones contractivas en él. Hay una gran
variedad de tales transformaciones, pero aqui vamos a dedicarnos a un particular
tipo de ellas, a saber, las transformaciones afines contractivas.

Una transformacién afin en el plano es una funcién w : B2 — R? definida por:

w(z,y) = (az+by +e.cx+dy+f) = ( Z Z ) ( ; )+( 7 ) , cona,b,cde, f€ER.

Si llamamos (ry,6,) a las coordenadas polares del punto del plano cuyas coor-
denadas rectangulares son (a,c), y (2,0 + %) a las correspondientes al punto

(b, d), ocurrira que
a b\ _ [ ricosbty -—rysenby
c d) \rsen 1;cos6; 1

Para visualizar la forma en que actia esta transformacién sin traslacion (es decir,
e = 0= f). notemos que el cuadrado unidad (con dos de sus lados sobre los ejes)
se transformard en un paralelogramo, de acuerdo a la siguiente figura:

¥4
y
Longitud =rz
/Angao (resp. eje x ) =z + §
w
™ Longilud =r1

Angulo (resp. eje x ) =6

s x of x

Algunos tipos especiales de transformaciones afines

En ¢

A caso se muestra la particular forma de la matriz y el efecto tipico que
produce.

1) Traslaciones:
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wen=(32)(3)+(5) ﬁf

Si trabajamos en el espacio métrico C en lugar de B, la transformacién
toma la sencilla forma: w(z) = z + (e, f)

2) - Reflexiones respecto al eje horizontal:

w(x,y)=((1) Pl)(i)

Para el caso complejo: w(z) = Z.

— Reflexiones respecto al eje vertical:

llry e =1 (0 i Y y
i Bl v Sy
0 X 0 X
Para el caso complejo: w(z) = -2

~ Reflexiones respecto al origen de coordenadas:

Y| Y
( W b les
W) = 0 -1 Y | e
iz ol o it [ s e
o' o 7 X
2
Para el caso complejo: w(z)

3) Rotaciones alrededor del origen:

§ = cos — senf x
WEYW) =\ geng  cosd

Y

Para el caso complejo: w(z) = kz con k€ C, |k| =1y arg(k) = 0.

113
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. 2 3 r 0 z
4) Expansiones y contracciones al origen: w(z,y) = gk v

Sii>T1E

Sir<1:

Para el caso complejo: w(z) =7z, conr € R.

5) Similitudes: Composicién de las anteriores.
rcos @ —r sen ) e
w(I’y)=(rs¢'n€ 7 cos 0 )(y)+(f
rcos® rsenl ] e

w(I’y)_(rsenH —r('osﬁ)(y)+(f)

Para el caso complejo: w(z) = az + b, con a,b € C, que produce una

rotacién dada por 6 = arg(a), una expansion o contraccién dada por |al, y
una traslacién dada por b.

Algunos ejemplos ilustrativos

Ahora mostramos algunos sistemas de funciones iteradas {B2; wy, wo,... ,wn} y
sus respectivos atractores. En todos los casos, las transformaciones w; son afines.

e EL TRIANGULO DE SIERPINSKI:

Transf. | a|b|c| d]| e f
T [ ] T [
P A [ ) [P P
3000|551 on oz [ e5n|mon[5|

Notemos que w; es una contraccion pura con r = 3; w» es otra contraccién
(r = 1), pero con traslacién de media unidad hacia la derecha; Y w; es otra

contraccién (de nuevo, r = 1) con traslacién de media unidad hacia arriba.

Veamoslas en accién sobre el cuadrado unitario:




Fractales Geométricos

Wy wo

Podemos caer en cuenta de que cada una produce una copia del cuadrado,
contraida y, en el caso de wy y wy, trasladada a derecha y hacia arriba res-
pectivamente. Ahora, si observamos el atractor, vemos una situacién simi-
lar: la figura grande puede verse como compuesta por tres figuras idénticas
a si misma, pero mas pequenas, exactamente la mitad de pequenas, lo que
tiene mucho que ver con los factores r asociados a cada una de las trans-
formaciones. Esto no tiene que sorprendernos: ya que A = Ufw;(A) y las
transformaciones son similitudes, es plausible el hecho de que el atractor

esté compuesto por copias mis pequenas de si mismo, una copia por cada
transformacion de las que componen el sistema. El tamano y la posicién
de cada copia estin determinados por la transformacion que le correspon-
de. Basandonos en esto, podemos postular una respuesta afirmativa para
la pregunta: Si hubiésemos visto la figura correspondiente al atractor, pero

sin conocer los cocficientes de las transformaciones, ;podriamos haber de-
ducido cudntas transformaciones estdn en juego, y cudles son los valores de
sus coeficientes?.

Mas arriba dijimos que este atractor puede verse como compuesto por
tres copias idénticas de si mismo, pero de la mitad de su tamano. Sin em-
bargo, con un poco de atencién, podemos reparar que podriamos haberlo
considerado también como compuesto por nueve copias mas pequenas, to-
das ellas de tamano igual a un cuarto del tamano del atractor. Podriamos
haberlo visto también como cinco copias: dos de la mitad del tamano y

tres de la cuarta parte (jpuede el lector verlo?). Incluso, podriamos iden-
tificar 27, 81, etc., copias mds pequenas (a distinta escala). En realidad,
estamos en presencia de una caracteristica fundamental de todo fractal, la

autosimilaridad bajo magnificacion: si amplificiramos cualquier sector del
atractor, veriamos en ¢l siempre copias mas pequenas del mismo. Esto es
una consecuencia del proceso iterativo infinito.

Consideremos, entonces, parcialmente la pregunta de mdas arriba: Con

solo ver el atractor, jpodemos saber cudntas transformaciones estdn en jue-
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go? Como dijimos, la respuesta es si. Pero personas diferentes podrian
contestar mimeros diferentes: 3, 5, 9, etc., dependiendo de cémo hayan
podido percibir las copias mds pequenas que, juntas, forman el atractor.
El rasgo comiin es, en todos los casos, que habran podido reconocer una
cantidad finita de tales copias que, unidas, forman el atractor completo. Y,
una vez identificadas las mismas, establecer los coeficientes es una cuestion
de cdlculo algebraico.

Con la intencién de que el lector palpe estas ideas, presentamos la figura
siguiente, que muestra, para el tridngulo de Sierpinski, el proceso de las 7
primeras iteraciones de W, partiendo de un conjunto B consistente en un
circulo (podria haber sido cualquier compacto no vacio del plano, en virtud

del teorema del punto fijo):

o B,

v

B w'"(B) w"B) w"B)
w"B) w'"(B)

Transf. | a
1 0

42
—.42

el o
N
i<l
|
o|N| 8o
sl
=SSl a
| o] o] of=

Analicemos la relacién entre la figura del atractor y las transformaciones
involucradas, viendo primero la forma en que las mismas actiian sobre un
cuadrado. A continuacion, dibujamos el cuadrado y, debajo del mismo,
los respectivos transformados; para tener una referencia de las traslaciones,
hemos representado, en cada caso, la posicion del origen de coordenadas con
una cruz. A la derecha, aparecen los cuatro transformados superpuestos en

e A
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un mismo grafico; adviértase la analogia de trama gruesa entre esta figura

y la del atractor.

w) es bastante deformante: transforma al cuadrado en un segmento.

wy es una similitud que contrae al 60% aproximadamente, produce
una rotacion horaria de 45° y desplazamiento hacia arriba de 0.2.

wy es similar a wy, salvo que la rotacién es antihoraria.

wy es una contraccién al 10% y traslacion hacia arriba de 0.2.

No nos sorprende entonc

que el atractor estd compuesto por cuatro copias

de si mismo, mds pequenas, con las caracteristicas que imprime cada una
de las transformaciones actuantes ('el tallo del Arbol es una “copia” del

atractor entero!, y las otras

e UN HELECHO:

copias son mas evidentes).

Transf. a b ¢l dijiell
1 0 0 0].16 |0 0
2 .85 850 1.6
3 2 g 220 1.6
[ 4 [=15] 28] 2624|044

Dejamos al lector la deteccion de las

5 coplas mas pequc que componen el

atractor, y su relacion con las transformaciones involucradas. En relacién

a esto, puede confundir el hecho de que, al observar la imagen del atractor,

uno ve muchas copias pequenas del mismo (lo cual proviene del cardcter
fractal de la figura), pero insistimos: la consigna es encontrar una cantidad
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finita de tales copias (cuatro en este ¢aso), cuya unién produzea el atractor

completo.

A titulo ilustrativo, a continuaciéon mostramos algunas de las primeras ite-
raciones de W, tomando como conjunto inicial B un particular conjunto
compacto no vacio: la palabra “CUBO”, compuesta por una cantidad fini-
ta de segmentos (cerrados) y un circulo.

o 7=
LLIBO|ICUBG |[Cuso | @
O f x}
&% Fah
v AT,
B w'g) w"e) w"(B)
s, %,
Ho N
w'%ls) w'g) Wm](B) ATRACTOR
e UN ATRACTOR NO FRACTAL:
[ Transf. I a | b (@ d ¢ i
[ 1T [=05[=0:2671| 0.9361 | —0.5 [ 1.1799 | —0.0495
[ 2 [-05] 0:2671[=0.9361 | —0.5| 0.678 | 1.1099

Veamos algunas de las primeras iteraciones de W comenzando en un con-

junto compacto no vacio cualquiera, y la figura que resulta como atractor:
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A

W(SI(B )

e

Wid](B ) w. [7](5) ATRACTOR

Notemos que efectivamente el tridngulo obtenido como atractor es invarian-
ra la siguiente figura:

A

Observemos que W(A) = w(A) Uwy(A) = A

El problema general de construir un sistema de funciones iteradas cuyo

te bajo W, como lo mues

atractor se conoce a priori, es motivo de intensas investigaciones actuales.

T
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