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CARACTERIZACION EN ALGEERAS DE BERNSTEIN

WTAGUEC. - R BEAY. - C. RIGEDM,

Uzando la caracterizacién de las ALGEBRAS LE EERNSTEIN
que son de JORDAN, conseguimos una nueva caracterizacién que
requiere sélo de dos condiciones en subespacios del algebra.
Adicionalmente obtuvimos otra demostracién para caracterizar
las ALGEBRAS DE BERNSTEIN que son NORMALES.

“raajo parciatmente {maciado por 1a Dureccion de Investigacitn de la UF.R.0.
Académncos jomada campleta en el Departamento de Matemitica y Estadistica de 1a UF.R..
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PRELIMINARES

DEFINICION 1:

¥ un cuerpo de caracteristica distinta de 2 y A un
conmutativa sobre K. Decimos que (A, w) es un
PONDERADA ssi existe un homomorfismo de ilgebras

w: A——P K no trivial.

Como w es no trivial, existe a € A tal que w(a)=1, luego
tenemos que A:=Ka © Ker(w).

Sea
algebra

DEFINICION 2:

Sea (A w) una K-ilgebra ponderada. Decimos que (A, w) es
un ALGEERA DE BERNSTEIN ssi (x2)2=w(x)2x2 V€A,

81 A es un Algebra de Bernstein, es posible probar que
los @nicos idempotentes son de la forma x2 con x € A Y
tales que w(x)=1.

Luego toda Z4lgebra de Bernctein tiene al menos un
idempotente. Sea e uno de ellos. Como e € Ker(w) (si no
tendriamos que w(e):=0 pero e:=x2 con w(x)=1, luego w(e) =
:w(xa):w(x)ezl que es una contradiccién) tenemos gque
A - Ke ® Ker(w).

El endomorfismo Leg(x) = ex Wx€A deja invariante
el subespacio Ker(w) ( ya que w(ex) = w(e)w(x) = 1.0 = 0
Vx€Ker (w) ), luego Ker (w):Le (Ker(w))® Ker(Le).Sean
U:= Lg(Ker(w)) = {ex/w(x) = 0) y V.= Ker(Lg) =
= {x€Ker (w)/ex=0] = (x€A/W(x)=0 y ex=0], entonces A=Ke ® U ® V.

Si m: =dim(Ker(w)), r::=dim@U) y s: =dim(V), decimos que A
es de tipo (i+r,s). En ([2) estad demostrado que para
cualquier descomposicién de n en la forma r+s, existe un
algebra de Bernstein de tipo (i+r,s).

DEFINICIGN 3:

Sea (A, w) un algebra ponderada sobre K. Decimos que
(A, w) es un ALGEBRA NORMAL ssi x2y = w(x)xy VX, Yy€A.
Observemos que si A es un algebra normal y x€A entonces
(x2)2 = x2ux2ow(x)x xC=w(x) (x2ex ) =W(x ) (W(X )X X )=W(x ) 2x2
es decir, A es un algebra de Bernstein.
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DEFINICION 4

Zea A un algebra sobre K. Decimos que A es un ALGEERA
DE JORDAN ssi x2(yx) = (xBy)x WV, YEA.

Notemos que toda 4lgebra Normal es de Jordan, porgque
)2 (yx) = WOOX) (xy) = WOX) (xy)x = (xBy)x Vi, YEA

En [1) se demuestra la siguiente proposicién :
PROPOSICION. 1:

Sea A = Ke@®U®V una K-algebra de Bernstein.
Entonces:

A es un 4lgebra de Jordan ssi Wui€U, v €V se cumple

3l Vivp=0

1.2 (Ugvy)vp + (ugvp)vy = 0
2
1.3 (Ugup vy + 2((ugvyuplug = 0
1.4 ((ugvyvp)vy = 0
2
1.5 (ugup)uy = O
1.6 ((ugvy)Ivpluy = O
CARACTERIZACIONES

Para mejorar la proposicién { usaremos los dos lemas
siguientes:
LEMA 12

Sea A=Ke ® U ® V una K-algebra de Bernstein, entonces
WUi€ U, Vi€ Vi

a) ugup + 2(ugupluy = 0
b) ug(upvy) + ua(ugvy) = 0
c) (ugvy)(ugvp) = 0

d) Ui("a(ui"i)) =(0]

2 .
e) (uiua)u1 = 0.
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DEMDSTRACION:

Recordemos que (a),
aparece en [1). Para las dos Gltimas afirmaciones

que:

(b) y (c) son parte del Lema 2 que
notemos

d) En (b) sustituimos V4 por Vp y up PpOr uyvy
obteniendo ug ((ugvy)vp) + (ugvq)(ugvp) = 0, pero
(ugvqg)(ugvp) = 0, por (c), luego wuy(vp(ugvy)) = O.

2
e) En (b), ahora sustituimos v por uy, obteniendo

2 2
y(upug) + up(uguy) = 0. Pero en toda ilgebra de Bernstein
2
0 para cualquier u€U, luego uy (upuy)=0,

tenemos que ud =
es decir vale (e).

LEMA 2:

Sea A = Ke ® U ® V un ilgebra de Bernstein sobre K, en
que v(vu):0 Vu€U, véV. Entonces son validas las siguientes

igualdades Vu;€U, v €V :

1) (uqvy)vo+(uqvp)vy = 0

&
11) (ugup)viy+2((uqvy)up)uy = 0

11) ((ugvy)vplvy = 0
DEMOSTRACION:

1) Haciendo v=v+vp, obtenemos 0=(u(v+Vvp))(Vy+Vp)=
=(uvy)va+(UVp)Vy+(uvp)vy, pero(uvy)vy = 0 para cualquier

V,€V, luego vale (i)
2
1) Obgervemos que (ujup)vy + 2((uyvy)up)uy =
2 &
= “ug(upvy)+2((ugvyjup)uy = —ug(upvy)-2((upvyjuqluy = 0.
Estas 1gualdades estan justificadas por (1), (b) y (a)
anteriores.

1) Por (1) tenemos que (ugvy)vp = —(uyvp)vy,

luego ((uqvy)Vva)vy = =((uyvp)vy)vy = 0
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ALGEERAS DE BERNSTEIN

PROPOSICION 2:

Sea A = Ke ®U ® V un algebra de Bernstein
sobre K, entonces A es un Aalgebra de Jordan ssi Va0 y
v(vU)=0 VVEV,
PROPOSICION 3:

Sea A = Ke ® U ® V un algebra de Bernstein
sobre K, entonces A es Normal ssi V@:0 y UV=0

DEMOSTRACION:

Be + up + Vp€A. Recordando

Sean x = ae + uy + vy =
0 obtenemos que

€Ay
que evj = 0, euj = Hu;, ujvZ; =
2 2 2l 2 2 es e
Xy = a +Bee+ I—ygu‘uumvw,evwv + ¥afu + au v +
ik (A (WP, I TR 1 1, 2
1
+ ¥pu v +&(uv)v_J4 auu + 2(uv )u y ademis
1 SR 1Ne i il
w(x)xy:a‘avewe[ypau +¥0fU +OU V +aV U +aV V }[au u]
2 i 1Na 12 1.2 12
Luego A es normal si y sélo si

2 2 ERLE
UqUp+Ug Vo + KBV +V Vo+HBugVi+2 (U V4 )Vp = aViUp+aVyVy

2(ugvy)va = 0

si y sélo s1
& 2 2
Uglp + Uqvp + VqVp + 2(uqVvy)vp = 0

2
HV4 o+ Uy = 0
@)
Viup + Vqvp = 0
(ugvyIvp = 0

'

En la tercera igualdad de (i) podemos hacer up = O,
obteniendo Vyvp = Oy con vp = O se obtiene vyup = 0.
Es decir (#) implica que Ve=0 y gque UV:=0. El reciproco
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es inmediato usando las propiedades Up c Vv, ve @ILGRI5Z
UV ¢ U validas en toda algebra de Bernstein.

COLORARIO:

Toda K-ilgebra Normal es una K-algebra de Jordan.
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